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摘要 

 扭結理論將各繩結利用複雜程度進行分類，本研究使用自製的旋轉箱進行多次實驗

後，找出各種繩結出現的機率。除了機率之外，我們也嘗試將形成各種繩結的最小能量進行

量化，其中包含彎曲能量 𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 及交錯能量 𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡，再計算出能量後，我們發現隨著圈數增

加，打結機率與平均複雜程度會有趨於定值的形式，並藉此推導出理論機率 𝑃(𝐸#) 呈現波茲

曼分布的形式。接著配合實驗數據，整理出與理論機率 𝑃(𝐸#) 誤差最小者，由此可得知 𝜀t為

0.89 𝐽，並藉由最小平方法驗證確實圈數增加，整體趨勢會趨於穩定。最後，配合實驗數據

及估算，我們可知函數 𝑇與繩結能量的期望值有非常大的關係，但仍需經由後續實驗加以驗

證。 

 

壹、前言 

一、研究動機 

在日常生活中時常會遇到繩子打結的情形，像是放在口袋中的耳機線，抑或是收在袋

子裡面的音源線等等。而從日常經驗中可發現，走路的時間越久，繩子越容易打結，反之則

不然，因此我們想探討，是否隨著時間增加，打結機率會持續上升或是趨於一定值。而在閱

讀相關資料並進行實驗後，我們發現，所有繩結皆可歸類幾種固定的形式，也讓我們好奇這

些形式中各個種類的出現機率為多少以及是否擁有量化各個繩結能量的方式，因而產生此研

究。  

 

二、研究目的 

(一)對同一長度的繩子之打結情形分布進行分析 

(二)不同旋轉圈數對打結的影響 

(三)找出各種繩結的能量以及探討能量對繩結機率分布的關係 

 

三、文獻回顧 

 繩結在日常生活中被人們廣泛的運用，大至固定船隻，小至藝術表現，都可以見到繩

結的蹤影。而隨著對繩結的研究更加透徹，人們已漸漸發現許多繩結的特點，根據扭結理論

(knot theory)，我們可以瞭解到，若將一條繩子的兩端捏起形成一個封閉的環，將不再改變其

繩結種類，並可藉由這個方式，分辨每個繩結的繩結種類，而本實驗便是在此理論的基礎上

所進行。而扭結理論也不僅使用在分辨繩結種類，在生物 (The Application of Knot Theory to 
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Models in Biology and Physics [1]) 及化學領域 (Knot theory in modern chemistry [2]) 也有所使用。

而在眾多扭結理論的文章中，我們注意到了 Bounds for the minimum step number of knots in the 

simple cubic lattice [3] 這篇文章，它以格子點的角度簡化現實狀況並探討了各個繩結種類產生

所需的「最小步數」，而我們開始考慮，所謂「最小步數」在現實曾面上並無直觀的實際意

義，因此我們想尋找同樣具有量化能力，並且擁有實際意義的方式來表示各個繩結，而本實

驗便是在此思維下展開對同樣的狀況進行數百次後，找出繩結分布情形並進行分析。在實驗

方法上，我們主要參考的論文為 Spontaneous knotting of an agitated string [4]，同樣以透明壓克

力箱以及旋轉的方式來模擬繩子在經過一定時間擾動後的結果，並藉由改變旋轉箱圈數找出

能量與機率函數中的各項數值。 

 

貳、研究設備與器材 

42步進馬達 

 

連動組 

 

透明壓克力箱 

 

絕緣膠帶 

 

金屬桿 

 

馬達底座 

 

V型金屬桿支架 

 

中國繩

 

Arduino Uno 

 

步進馬達驅動版 

 

 

電池 

 

珍珠板 

 

 

 

  

表一、實驗器材圖 
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參、研究過程與方法 

一、實驗裝置 

 (一)實驗裝置圖 

 

圖一、裝置示意圖 

二、名詞解釋與研究方法 

 (一)繩結定義與分類 

扭結理論是在研究繩結、鏈環、辮子等的理論。繩結在扭結理論中被定義為立

體空間中的一條封閉曲線，線上不同的交錯組合會形成不同的繩結。其中，有些繩結

可以被分解成數種不同的繩結，稱作合成結，如圖二中的結可分解為兩個 31 (記為 

31#31) 。而那些無法被分解的結則稱為素扭結，圖三則列出了不同的素扭結種類；最

後也有什麼結都沒打的，我們稱為平凡結。另外在這次的報告，我們也會著重討論在

素扭結上。 

 

圖二、合成結範例圖。取自Wolfram Mathworld 
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 (二)繩結種類及複雜程度 

在 KnotInfo: Table of Knot Invariants中 [7]，已經將單一條繩子所能打出的繩結種

類以最簡型態進行列舉，並將其以「交錯點個數」進行排序，其下標則代表此種類繩

結的編號，並無任何其他含意。在之後的報告中，我們將以複雜程度，或 𝐶，代替此

名詞。 

 

圖三、素扭結列表圖。取自 Semantic Scholar 

在每一次旋轉箱實驗結束後，我們都會將旋轉箱內繩子的兩頭先捏在一起，再

向上將繩子提出，以確保不影響繩結的種類與形狀，這樣才可以讓生活中的繩結轉換

成扭結理論的形式，利於討論。之後，我們會透過圖三分辨其屬於哪一種類的繩結並

記錄 。若提出的繩結被分辨為 31 結，則記 3(1) 至電腦中；若其複雜程度大於或等於 

9 ，因數量太稀少且難以分辨則不找出其種類，記為 9。在後續實驗討論中，我們觀

察繩結的分布情形，發現在 C=7 以後的繩結出現機率較小，故稱 C≥7 的結為複雜

結，而 C≤6 的結我們稱為簡單結。 

(三)模型架構與繩結能量 

                                                  

圖四、箱底與鬆弛繩子示意圖 

  

a 

a 



5 

在實驗過程中，旋轉箱停下時繩子會平躺於旋轉箱的底面，而我們在量化繩結

時，則以它的最小能量來代表，以下為能量的計算方式： 

𝐸# = 𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 + 𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 

 

圖五、左圖為繩子彎曲示意圖，右圖為交錯示意圖 

# 代表繩結種類，𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 為繩結彎曲能量，我們參考 Crumpling wires in two dimensions 

[5] 對於彎曲能量的描述並加以改編，其算式可以寫成如下表示法 

𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 = ∑
𝑘𝑏

2 ⋅
𝐿
𝑁

⋅ 𝜃𝑖
2

𝑁−1

𝑖=1

 

𝑘𝑏為彎曲剛度，其又可表達為 𝑘𝑏 = 𝑌𝐼，其中𝑌為楊氏模數，𝐼為截面二次軸矩， 𝑁 為

它將繩子切成的份數。而若我們考慮 𝑁 → ∞ ，即 

𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 = ∫
𝑘𝑏

2 ⋅ 𝑑𝑙
𝑑𝜃2 = ∫

𝑘𝑏

2 ⋅ 𝑑𝑙
⋅

1

𝑅2
(𝑑𝑙)2 = ∫

𝑘𝑏

2
(

1

𝑅
)

2

𝑑𝑙 

𝑅 為曲率半徑，𝑙 為繩長。另外本實驗所使用的中國繩，材質為尼龍製，其楊氏模數 

𝑌為 3 𝐺𝑃𝑎。計算截面二次軸矩的方式如下，需考慮其貼齊繩子表面的無限小塊的面

積及其與繩子延伸方向的軸的距離 

 𝐼 = ∫ 𝑟2𝑑𝐴 =
𝜋𝑑4

64
≈ 7.366 × 10−12 (𝑚4) 

其中 𝑑𝐴 為繩子截面上無限小塊的面積，𝑟 為 𝑑𝐴 至軸上該軸的距離，𝑑為繩子截面的

直徑為 0.0035 (𝑚)，由此可知 

𝑘𝑏 ≈ 0.0221 ( J ⋅ m) 

𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 代表其繩結中，繩子交錯所帶來的能量，表示法為 𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 = 𝐶𝜀#，其

中，𝐶為交錯個數，𝜀#為在繩結種類#的繩結中每個交錯所需的能量，在此稱為單位交

錯能量。又每個交錯點間的繩長越長，其單位長度上所需產生的旋轉角度越小，進而
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使單位交錯能量越小，因此我們假設單位交錯能量𝜀#與倆倆交錯位置的距離成反比，

由此單位交錯能量可以寫作 

𝜀# =
𝜀𝑡

𝑙#
𝐶

= 𝐶 ⋅
𝜀𝑡

𝑙#
 

其中𝜀𝑡為表達各個𝜀#所用到的固定參數，我們最終可將算式整理成 

𝐸# = 𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 + 𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 = ∫
𝑘𝑏

2
(

1

𝑅
)

2

𝑑𝑙 +
𝐶2

𝑙#
𝜀𝑡  

 為了找出繩結所需的最小能量 ( 𝐸#)，便需考慮繩結在最鬆弛且不超過旋轉箱底

面大小下的形狀，並找出該情況下所需之繩長 ( 𝑙#)，以下舉 31 為例： 

 
圖六、鬆弛狀態的31結 

 

此圖為31結最鬆弛，亦即能量最低的形式，繩子所需的長度為𝑙# = 2𝜋𝑎，考量

其Ebend則有： 

𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 =
𝑘𝑏

2
⋅ (

1

1
2

𝑎
)2 ⋅ 𝜋𝑎 ⋅ 2 =

4𝜋𝑘𝑏

𝑎
 

 

而因為31結有 3個交錯，因此有𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 = 9 ⋅
𝜀𝑡

𝑙#
，則31結總能量可寫為： 

 

𝐸# =
4𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 9 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 

 

 

 

 

 

 

 

 

a 
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以下列表為常見繩結之能量與所需繩長 

繩結種類 考慮形狀 𝐸#  𝑙# 

 

 

2𝜋𝑘𝑏

𝑎
 

≈
2𝜋 ⋅ 0.0221

0.15
 

≈ 0.9257 

𝜋𝑎 

 
 

4𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 9 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 2𝜋𝑎 

 
 

6𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 16 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 

3

2
𝜋𝑎 

 

 

4𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 25 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 2𝜋𝑎 

 

 

6𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 25 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 

3

2
𝜋𝑎 



8 

 

 

6𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 36 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 

3

2
𝜋𝑎 

 

 

10𝜋𝑘𝑏

𝑎
+ 36 ⋅

𝜀𝑡

𝑙#
 2𝜋𝑎 

表二、繩結能量與 𝑙#表示式 

後續的繩結並無討論，因為其出現的機率較小，並且缺乏對稱性，不易進行最小能量

的估算 

 

 三、研究步驟 

(一)實驗一：對同一長度的繩子之打結情形分布進行分析 

1. 取用 160 公分長的中國繩一條 

2. 將繩子以隨意放入的方式放入旋轉箱中旋轉七圈 

3. 旋轉箱停止後，將繩子的繩頭兩端向上拉起並相連 

4. 藉由查表找出其繩結種類並記錄 

5. 重複步驟 2 ~ 4五百次 

 (二)實驗二：不同旋轉圈數對打結的影響 

1. 分別以旋轉圈數一圈、三圈、五圈、七圈、九圈、十一圈並重複研究步

驟(一) 

2. 比較並分析不同旋轉圈數的分布情形 
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肆、研究結果 

一、實驗一：對同一長度的繩子之打結情形分布進行分析 

繩結種類 個數 繩結種類 個數 繩結種類 個數 

0(1) 248 7(5) 2 8(10) 0 

3(1) 93 7(6) 6 8(11) 0 

4(1) 28 7(7) 2 8(12) 0 

5(1) 13 8(1) 0 8(13) 0 

5(2) 23 8(2) 0 8(14) 0 

6(1) 13 8(3) 2 8(15) 0 

6(2) 7 8(4) 1 8(16) 2 

6(3) 10 8(5) 1 8(17) 1 

7(1) 1 8(6) 0 8(18) 1 

7(2) 6 8(7) 0 8(19) 1 

7(3) 3 8(8) 0 8(20) 0 

7(4) 1 8(9) 0 8(21) 0 

表三、500次實驗下繩結種類與對應個數表 (七圈) 
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在將實驗重複進行五百次後，並將各個複雜程度的繩結種類出現的個數除以實驗進行

的總次數以得到各個繩結出現的機率，並由複雜程度小到大的方式排列便可得知以下結果。 

 

圖七、旋轉七圈後的繩結種類分布 

  

二、實驗二：不同旋轉圈數對打結的影響  

  

 

圖八、旋轉一圈後的繩結種類分布 

打結機率為 38.0%，複雜程度平均值為 1.570 
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圖九、旋轉三圈後的繩結種類分布 

打結機率為 45.6%，複雜程度平均值為 2.09 

 

圖十、旋轉五圈後的繩結種類分布 

打結機率為 45.6%，複雜程度平均值為 2.242 
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圖十一、旋轉九圈後的繩結種類分布 

打結機率為 50.7%，複雜程度平均值為 2.540 

 

 

圖十二、旋轉十一圈後的繩結種類分布 

 打結機率為 53.0%，複雜程度平均值為 2.645 
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 旋轉 1 圈 旋轉 3 圈 旋轉 5 圈 旋轉 7 圈 旋轉 9 圈 旋轉 11圈 

打結機率 (%) 38 45.6 45.6 50.4 50.2 53.0 

複雜程度平均值 1.570 2.09 2.242 2.462 2.570 2.645 

表四、不同旋轉圈數之間的數據比較 

 

伍、討論 

一、不同圈數的比較 

 (一) 繩結種類分布 

 

圖十三、旋轉五種圈數後的繩結種類分布 

為了能更清楚地了解各圈數的繩結種類分布，我們將𝐶 ≥ 8的部分排除，因為

其分布較少。在將六種旋轉圈數進行疊圖比較後我們可以發現，其分布都呈類似的趨

勢( 從 31開始大幅下降，52微微回升)。  
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(二) 打結機率、平均複雜程度 

 觀察表四中的數據，隨著圈數的增加，各項數據的趨勢也十分明顯。首先，就

打結機率來看，打結機率的百分比會隨著旋轉圈數增加而上升，而若我們進一步將各

個點繪製成圖表： 

 

圖十四、打結機率對圈數作圖 

 

可看出打結機率除了會隨著旋轉圈數增加而上升還有趨緩的趨勢。另外，對於平均複

雜程度提升也是可預期的。畢竟在旋轉的過程中，系統本就會朝著更複雜的形勢前

進。同樣將旋轉圈數分別對平均複雜程度作圖。 

 

 

圖十五、複雜程度平均值對圈數作圖 
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可發現其趨勢呈現趨於定值的樣貌。又由於複雜程度的趨於定值意味著繩結種類分布

趨於固定，因此在之後的實驗中，我們會將十一圈當作理論分析對象。 

 

二、繩結機率分布 

 考慮各繩結的出現機率趨於穩定，我們可以給出以下模型 

 

圖十六、繩子與外界示意圖 

其中○1代表繩子，○2代表外界環境，兩者形成孤立系統，意即繩子僅與外界環境有交

互作用。對於○1中的特定能量𝐸#，其出現機率 𝑃(𝐸#) 會正比於在此狀況下，兩者所有

的簡併態相乘，因此可以列出以下式子 

𝑃(𝐸#) ∝ 𝑁1(𝐸#) ⋅ 𝑁2(𝜁) 

其中 𝜁 為外界環境的能量。而 𝑁1、𝑁2 代表在對應能量下，○1和○2的簡併態數量。考

慮二者形成孤立系統，我們有等式 

𝐸# + 𝜁 = 𝐾 ← 𝐶𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

其中 𝐾 為兩系統的總能量，並且為一常數。 

為了找出 𝑃(𝐸#) 的確切方程式，我們先考慮 𝑃(𝐸#) 極值時 

𝑑𝑁1(𝐸#)𝑁2(𝜁)

𝑑𝐸#
= 0  

將其展開後得 

𝑁1(𝐸#)
𝑑𝑁2(𝜁)

𝑑𝜁
⋅

𝑑𝜁

𝑑𝐸#
+ 𝑁2(𝜁)

𝑑𝑁1(𝐸#)

𝑑𝐸#
= 0 (式一) 

又由於𝐸# + 𝜁 = 𝐾，因此 

𝑑𝜁

𝑑𝐸#
= −1 
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代入上式並將式一同除 𝑁1(𝐸#)𝑁2(𝜁) 可得 

1

𝑁1(𝐸#)

𝑑𝑁1(𝐸#)

𝑑𝐸#
−

1

𝑁2(𝜁)

𝑑𝑁2(𝜁)

𝑑𝜁
= 0 

可將算式改寫成 

𝑑 ln 𝑁1(𝐸#)

𝑑𝐸#
−

𝑑 ln 𝑁2(𝜁) 

𝑑𝜁
= 0 

而在熱力學的探討中，通常會將溫度的定義寫成以下型式 [6] 

1

𝑘𝐵𝑇
≡

𝑑 ln Ω

𝑑𝐸
 

Ω 代表系統的簡併態個數。由於我們考慮的方向與此類似，因此我們定義函數 

1

𝑇
≡

𝑑 ln 𝑁(𝐸)

𝑑𝐸
 

𝑇在此定義下，便代表著繩結能量的期望值，此點會在之後配合實驗數據進行討論。

接著，我們考慮的系統為繩子與外界環境，因為外界的空間大小比繩子大上許多，因

此可知𝐸# ≪ 𝐾，利用泰勒級數，我們可有以下近似 

ln 𝑁2(𝜁) = ln 𝑁2(𝐾 − 𝐸#) ≈ ln 𝑁2(𝐾) − 𝐸# ⋅
𝑑 ln 𝑁2(𝐾)

𝑑𝐸
  

將 
1

𝑇
=

𝑑 ln 𝑁(𝐸)

𝑑𝐸
 代入上式，則有 

ln 𝑁2 (ζ) = ln 𝑁2(𝐾 − 𝐸#) ≈ ln 𝑁2(𝐾) −
𝐸#

𝑇
 

⟹ 𝑁2(ζ) = 𝑁2(𝐾 − 𝐸#) ≈ 𝑁2(𝐾)𝑒−
𝐸#
𝑇  

故得 

𝑃(𝐸#) ∝ 𝑁1(𝐸#) ⋅ 𝑁2(𝐾) ⋅ 𝑒−
𝐸#
𝑇  

又在本實驗中，我們考慮的是各繩結的最小能量，僅會有一種簡併態，因此 

𝑁1(𝐸#)為 1，最後我們得出 

𝑃(𝐸#) ∝ 𝑁2(𝜁) ∝ 𝑁2(𝐾) ⋅ 𝑒−
𝐸#
𝑇  

𝑁2(𝐾)為定值，因此 

𝑃(𝐸#) = 𝐴 ⋅ 𝑒−
𝐸#
𝑇  (式二) 

其中𝐴為常數。 
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三、𝜀𝑡擬和 

 

圖十七、擬合流程圖 

在有了機率對能量的方程式之後，接著便需要思考如何對式二中的 𝐴 和 𝑇 進

行擬合。因為本實驗主要探討的對象為繩結的出現機率與能量之間的關係，然而各繩

結的最小能量表示法僅有以 𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑大小及已知倍數的𝜀t來表示，並無一個實際大小，

進而造成擬合上的困難，又由於我們認為𝜀t不大，因此將𝜀t以 0~2，間隔 0.01代入各

繩結能量，與實際機率作圖得到𝐴及𝑇，再將所得𝐴及𝑇代入機率方程式得各繩結出現

機率，並將理論中01、31、41、51、52、61、62的出現機率總和與實際出現機率總和

進行比較，以誤差值 =
|理論值−實際值|

理論值
 來計算，挑選出誤差值最小者。 

 

 

將   
代入  

找出對應  #

計算理論

 ( #) 

62

#=01

計算  #

找出誤差最小者
記為  大小

比較實際

  #

62

#=01

計算  ( #)

對  #  數擬合

得知  和  
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圖十八、𝜀t從0~2 (J)的誤差百分比作圖 

最終可得誤差最小的𝜀𝑡 = 0.89 𝐽，誤差大小為 22.31% 

將所得之 𝜀𝑡 代入表三裡的算式可得每個繩結的實際能量，如下表 

繩結種類 𝐸# (J) 𝑙#(𝑚) 

01 0.9257 0.4712 

31 5.8564 0.9425 

41 12.2704 0.7069 

51 12.9764 0.9425 

52 17.6104 0.7069 

61 24.1371 0.7069 

62 20.6485 0.9425 

表五、繩結能量與 𝑙#表示式 
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四、繩結機率對能量作圖 

 在得知了各個繩結的能量之後，我們可將各圈數的出現機率對能量作圖 

 

圖十九、機率對能量作圖 

我們對於十一圈的數據結果進行 數擬合產生趨勢線，作為我們的理論線，其中𝐴為

0.3953，𝑇為
1

0.1473
= 6.7889 𝐽。所以我們對於十一圈的情況，可以寫出以下機率方程

式 

𝑃(𝐸#) = 0.3953 ⋅ 𝑒−
𝐸#

6.7889 

接著比較各圈數對於十一圈數據所產生的理論線進行誤差比較，以驗證旋轉箱在旋轉

圈數增加時會愈趨於理論線。我們採取的方法為最小平方法，具體計算方式為，計算

各圈數中每個繩結的出現機率與理論出現機率的差值平方，最後進行加總，由此我們

便可得出以下圖表  
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圖二十、最小平方法 

由誤差隨著圈數下降可見，隨著圈數的增加，繩結的分布會越趨近於趨勢線，這 

項結果也符合前面的假設，隨著圈數的增加，趨勢會趨於穩定。 

 然而在圖表中，我們可發現，整體趨勢最不符合的繩結為51，因此我們將先不

考慮 51 結進行擬合，繪出如下圖表。 

 

 

圖二十一、機率對能量作圖(不考慮51結) 
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其中𝐴為0.5320，𝑇為
1

0.1496
= 6.6845 𝐽。因此我們對於不考慮51結的機率方程式為 

𝑃(𝐸#) = 0.5320 ⋅ 𝑒−
𝐸#

6.6845 

不難發現，實際出現機率與理論線較圖十九貼合，也代表著 51 結的數據本身存在著

一些誤差或偏差。我們推測，主因為51 的形狀是屬於環面對稱的，在形成後，其繩

與繩之間的接觸較少，兩兩之間的摩擦作用過小，因此結構不穩定。而 71、819在結

構上也有類似的性質，但因為複雜程度太高，或許相對來說並不會那麼明顯。這樣的

繩結稱為環面紐結，其形狀也主要會是如下圖，在旋轉的過程中也很容易就會被解

開。 

 

 

圖二十二、環面扭結 

五、𝑇與繩結能量的關係 

以下為十一圈 01、31、41、51、52、61、62 每個繩結與其對應出現機率 

繩結種類 出現機率 

01 0.470 

31 0.195 

41 0.096 

51 0.012 

52 0.052 

61 0.016 

62 0.016 

圖二十三、十一圈繩結種類對其出現機率 
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我們配合表五中每個繩結的能量以及上圖的出現機率，可計算出十一圈時，只考慮這七個繩

結的情況下，繩結能量的期望值為 

∑ 𝐸# ⋅ 𝑃(𝐸#)

62

#=01

= 4.5326 (𝐽) 

根據討論二中的推導過程，我們認為上式所得之數值應與𝑇值相同。但從圖十九中，所得𝑇

值為6.7889，雖量級上相同，但數值仍有些許差距。因此我們的期望值計算需再考慮62以後

的繩結。 

 我們知道其餘繩結所佔的出現機率為9.16%，我們猜測其餘繩結的能量會大於或等於

62的能量。所以我們假設其餘繩結的能量與61的能量相同，皆為24.1371 (𝐽)，並加入期望值

的計算 

∑ 𝐸# ⋅ 𝑃(𝐸#) + 0.0916 ⋅ 24.1371

62

#=01

= 6.7436 (𝐽) 

可得與𝑇較為接近的數值，因此我們可以很大程度地認為𝑇便是繩結能量的期望值。 

 不過，在找出𝜀𝑡和十一圈的趨勢線的過程中，只有考慮01~62的繩結，並無考慮其餘

繩結能量的確切大小，因此關於𝑇以及繩結能量的期望值的關係並未確定，僅能以簡單估計

的方式去猜測，也期望之後能再更完整的討論其餘繩結的能量形式。 

 

六、繩結與熵 

 在前面我們嘗試將繩結機率分布以波茲曼分布的形式呈現，而在一般波茲曼分布中，

最後的極值意味著系統的自由能降至最低，即 Δ𝐺 = Δ𝐻 − 𝑇Δ𝑆 值為最低，此時熵亦會趨於

一穩定的值。 

 為了驗證這樣的現象是否存在於我們的實驗中，我們使用了資訊熵的計算方式對我們

每個圈數計算出當下的熵值： 

𝑆 = ∑ −𝑃(#) ⋅ 𝑙𝑛𝑃(#) 

而由於我們並未細分複雜程度為 9 以上的繩結，因此我們假定每個 𝐶 ≥ 9 的繩結皆為不同種

類的繩結。這樣 是因為 𝐶 = 9 的繩結共有 49 種，且 𝐶 = 10 的繩結共有 165 種，複雜程

度更大的繩結種類更有超過 500 種，所以如此假設每次出現的種類皆不一樣。 
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以下為各圈數的熵值圖表： 

 

圖二十四、旋轉圈數及其資訊熵值 

從中我們可以明顯發現隨著旋轉圈數的上升，意即繩子的擾動時長愈長，熵值會慢慢趨於一

定值，符合前面的猜測。 

 

七、繩結擾動的過程 

 經過前面的推論，我們得知繩結在特定圈數下的機率分布會呈現波茲曼分布，並且隨

旋轉圈數上升，其熵值、打結機率、和複雜程度平均值皆會趨近於一個值，這樣的現象都代

表著這個系統正自然地趨向於一個狀態。 

 我們認為，旋轉箱的旋轉是讓繩子與外界環境能量交換的作用機制，因此開始旋轉意

味著繩結的能量開始有所增減，而旋轉的圈數則代表了作用的時長。對於繩子，它與箱體的

碰撞、位能的改變都是一次次的能量交換，這樣的過程是隨機且不可預測的，就像水中的花

粉微粒 布朗運動，每次的碰撞都會產生新的不規則軌跡。 

 然而在隨機過程下，繩結的分布還是會趨向自由能最低的狀態，因此特定時間點的繩

結分布會接近於最終的波茲曼分布。作用時間愈久，分布圖愈趨近於波茲曼分布，且各項數

值如熵值、打結機率、複雜程度平均值也自然會趨於該波茲曼分布時的數值。 

 

 

 

 

 

0
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熵

旋轉圈數 

不同旋轉圈數的熵值



24 

陸、結論 

一、藉由固定箱子大小(0.15 m)，並以各繩結最鬆弛狀態計算出最低能量，計算方式如下 : 

𝐸# = 𝐸𝑏𝑒𝑛𝑑 + 𝐸𝑡𝑤𝑖𝑠𝑡 = ∫
𝑘𝑏

2
(

1

𝑅
)

2

𝑑𝑙 +
C2

𝑙#
𝜀𝑡  

二、打結機率、平均複雜程度會隨著旋轉圈數增加而上升，並且皆會趨於定值  

三、藉由擬合得出 𝜀𝑡 為 0.89 𝐽，並計算出常見繩結的能量(表六) 

四、藉由結論二可推知，整體的分布會隨著圈數增加趨於穩定，再配合理論推導後，可得到

機率對繩結能量的方程式為  

𝑃(𝐸#) = 𝐴 ⋅ 𝑒−
𝐸#
𝑇  

其中𝐴為常數，而 𝑇的定義式如下 

1

𝑇
≡

𝑑 ln 𝑁(𝐸)

𝑑𝐸
 

 

五、藉由十一圈的數據，我們可以得到對於邊長 0.15 𝑚 的旋轉箱及長度 1.6 𝑚 的中國繩而 

言，繩結出現機率對其能量的方程式為 

𝑃(𝐸#) = 0.3953 ⋅ 𝑒−
𝐸#

6.7889 

六、在十一圈時，考慮01、31、41、51、52、61、62的出現機率與能量，並假設其餘繩結的

能量皆略等於62後，可估算出繩結能量的期望值為 

∑ 𝐸# ⋅ 𝑃(𝐸#) + 0.0916 ⋅ 24.1371

62

#=01

= 6.7436 (𝐽) 

其數值與趨勢線中計算出來的𝑇有非常大程度的相似，因此我們可以很大程度地認為𝑇是繩

結能量的期望值。但由於目前考慮的繩結種類不夠完整，無法準確的說明是否兩者是等價關

係，也期望後續的研究能夠將其完善。 

 

七、我們以資訊熵和隨機過程的角度去探討這個現象，發現隨著圈數的增加，繩結種類的資

訊熵也會跟著上升。而我們認為在擾動繩子的過程中，繩子會與外界隨機交換能量，並且會

趨於自由能最低的狀態。 
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