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摘要

池化檢驗 (group testing)，指將多個檢體混合的篩檢方式，即將樣本分組混合再篩檢，

廣泛應用在疾病篩檢以增加檢疫效率及降低成本。在本報告中，我們以理想的機率模型為標

準，探討如何因應在不同特質的差異時，怎麼分配權重以達到最佳的參數估計，即最佳的效

率。

壹、前言

一、研究動機

近幾年由於新型冠狀病毒的崛起，身處在全球化的時代，世界各地皆受疫情所影響, 疾

病的採檢也成為了人們關注的議題。而池化檢驗 (見附錄)，正是一種以高效率為人所知的採

檢冠狀病毒的方式 (Gollier and Gossner , 2020)。

透過池化檢驗除可大量提升社區篩檢校能，亦可有效節約國內檢驗資源，可使全國新型

冠狀病毒檢驗網絡運作永續進行 (衛生福利部疾病管制署, 2022)。其採用將待測者分組的方

法，利用新型冠狀病毒較不受混合檢驗的影響之特性，將待測者以一組多人為單位 (pools)

來篩檢。若測驗結果呈現陽性，即代表該組中至少有一人遭受感染；反之若呈現陰性，即代

表該組中無任何人被感染 (Aldridge et al., 2019)。經過初步採檢後抽出陽性反應的單位，再

做小單位拆分後的池化檢驗或各自檢驗。

然而，疾病的盛行率在不同族群之間受到很多變因所影響，包含年齡、性別、先天疾病

與否等等因素調控，而此檢驗的宗旨即為提高效能，因此疾病盛行率的不同直接影響池化檢

驗如何分組。我們在觀察池化檢驗的運行的同時，也開始好奇池化檢驗的分組組數、每組人

數、如何分組是怎麼訂定的，以及是如何計算出如最低成本、最高準確率的分組方式。因

此，我們希望根據已知或估計出的機率分佈，計算出最佳的分組規劃。

二、研究目的

由前所述，影響疾病的因素很多，因此可以假設的變數有很多，本次研究以一個最簡單

的狀況為例，假設男生和女生的得病機率不一樣，並且人的總數夠多且採集樣本的成本足夠

低。傳統上若要估計其得病機率，抽樣會以人為單位做篩檢並以最大概似估計 (MLE) 反推。

為了方便討論，我們改以組為單位，舉例來說：若規定兩人一組，則總共有男男、男女、女

女三種情況，在此例中我們的目的是要找出一個樣本中三種類組的最佳分配權重，使其得病

機率之最大概似估計 (Maximum Likelihood Estimation, MLE) 的變異數-共變異數矩陣的行

列式值最小，此時即是最佳設計。
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我們只先探討伯努利試驗的情況，因為對任何人而言，皆只存在染疫及不染疫的兩種結

果，意即染疫與否是一二元事件，因此我們可以合理的假設其服從伯努利分布。我們的研究

目的是：找出在給定的分組限制下，例如 n 個人一組或至多 3 個人一組時，怎麼分配特質

(例如性別) 的分組方式，才能達到最佳的效率。

三、文獻回顧

池化檢驗一詞最早是由Dorfman (1943) 於統計期刊提出的醫學方法，當疾病盛行率不

是很高且樣本可混合採檢時，諸如人類疾病如愛滋、SARS、Covid-19 的採檢 (Gollier and

Gossner , 2020)，偵測馬鈴薯病毒的感染率、種子傳毒率 (Chiang and Lai , 2010) 以及水生

動物傳染病的採檢等等 (Laurin et al., 2019)。這種採檢模式即可大幅減少人力與資源的耗

損。而以近期的新冠病毒而言，因其兼顧社會經濟及維持防疫量能等優勢, 我國政府針對疾

病好發率不高的多數族群，以池化檢驗的方式進行篩檢，如此便可降低其所需投資的金錢和

人力，並可以減少個案採檢所帶來的測驗量能 (testing capacity) 短缺 (Gollier and Gossner ,

2020)。以圖 (一) 為例, 若今 27 人中有 1 人染疫，或已知疾病傳染機率較低，則根據圖 (一)

我們可利用池化檢驗，以每 9 個人為一單位進行池化檢驗，再將呈現陽性反應的單位抽出作

個別採檢，即可將個別採檢的 27 次，縮減為池化檢驗的 12 次，所以我們可以預料到當採檢

的人數數量級提高，此檢驗方式可以很有效的提高採檢效率及經濟效能。

圖 (一) 池化檢驗的結構與流程 (Harvey , 2020)

傳統的最適設計是考慮在給定的模型下，透過配置設計點使得模型估計之變異達到最小

(Pukelsheim, 2006)，因此其可以成為在一定統計標準上最優的設計。在 MLE 能夠一致地估

計參數的情況下，最佳設計能使參數有最小變異，意謂我們可以在更少的實驗運行得到更準

確的參數估計 (Smucker et al., 2018)。我們採用 D-optimality，其為最小化估計參數的變異

數-共變異數矩陣的行列式值或最大化費雪訊息的行列式值求出最佳設計。此即我們在這篇

研究中主要採用的估計方法，來達成最佳設計的目的。
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貳、研究器材與設備

1. Desmos：數學繪圖軟體

2. RStudio：用於統計計算和數據可視化的程式語言和軟體環境

參、研究過程與方法

在研究目的，我們已經說明了研究模型，這使我們可以在伯努利試驗下進行本次研究的

實驗設計，依據我們先前設定的條件下進行各種組合條件的計算，但在這些組合計算，訊息

矩陣和等價定理的計算是相同的，因此我們在預備方法中介紹訊息矩陣及等價定理的計算通

式，以便進行之後的組合條件計算。

代號與名詞說明

1. 特質：對一個可數單點樣本集 B，特質可以被視為如下的滿射 C : B → F，其中

F 是非空有限點集，其內元素稱作特質參數，並且稱 m 種特質表示 |F | = m。按

照需求有限地、可重複地、無定序地取 F 中的某些元素收集成一個多重集 (例如若

F = {0, 1}，可重複地取 F 中兩個元素，形成多重集 {0, 0}, {0, 1}, {1, 1} 三種多重

集的其中一種)，此種取法所有可能的多重集構成集合 T = {ti}ni=1，此時 ti 是多重

集，稱作參數集合。例如說，特質是男生和女生，可以分別定義為參數 0 及 1，此時

F = {0, 1}，總共有男男、男女、女女三種情況，故 T = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)}。

稱單點樣本集 X = {xp}p∈P (P 是有限指標集) 依特質對應一個參數集合 ti 若且唯若

|X| = |ti| 且 ∀t ∈ ti, |{xp : C(xp) = t, p ∈ P}| =(t 於 ti 內的重數)。

2. 實驗設計：將 T 的所有元素對應到一權重，它們為正而且總和為 1。對 T 賦予權重

wi 得到實驗設計 ξ(w) = {(ti, wi)}ni=1，其中 w = (w1, w2, · · · , wn)。以上述例子而言，

其實驗設計為：ξ(w) = {((0, 0), w1), ((0, 1), w2), ((1, 1), w3)}，其中 w1 + w2 + w3 = 1，

ξ(w) 也可被表示為：

ξ(w) =


0

0

 0

1

 1

1


w1 w2 w3


3. 分組抽樣與成員：給定權重 wi 值後，分組抽樣即是依照此實驗設計從母體中按參數集

合 ti 及權重 wi 抽取若干組，樣本是以組為單位 (是集合而非單點)，而每組的元素 (單

點) 稱為成員，並且我們稱一組 n 個成員表示分組抽樣的樣本中的一單位 (一組) 有 n
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個單點元素。在一個照設計分組抽樣的樣本中，每組必然依 C 對應一個參數集合 ti，

並且所有能夠依 C 對應至 ti 的分組占組總數的 wi 倍。

我們只探討伯努利試驗的情況。已知 T，定義隨機變數 X = 0, 1 (代表事件的發生與

否，而非特質參數) 滿足 P(X = 0) + P(X = 1) = 1。對特質參數集 F = {aj}j∈J (J 是有限

指標集)，令 P(X = 1|aj) = pj。透過模型的建立，可形成一個待估計參數行向量 β 使 pj 成

為 β 的函數。對 ξ(w) = {(ti, wi)}ni=1 而言，ti 的每個元素都是特質參數而其必然對應到一個

X = 1 的機率，令隨機變數 Yi 是 ti 所有元素對應到的隨機變數 X = 0, 1 的布林和，定義：

πi = P(Yi = 1)，很明顯它是 β 的函數。現假設我們必須使用一個實驗方法，其只能測出每

組的 Yi 值。

概似函數與 MLE 簡介

對於一個隨機變數 X，假設其機率密度 (質量) 函數為 f(X; θ)，其中 θ 為未知參數向

量。通常，我們都是知道機率密度函數的參數而只要針對探討隨機變數 X 及其觀察值，但

當參數未知時，我們需要根據已知的樣本觀察值合理地反推未知參數。

假設 n 個樣本對 X 的觀察值為 x1, x2, ..., xn 並且每次抽樣都是獨立且同分布 (i.i.d.) 的，

則概似函數為：

L(θ; x1, ..., xn) = f(x1, x2, ..., xn; θ) = f(x1; θ)f(x2; θ)...f(xn; θ)

一、預備知識

(一)訊息矩陣的計算

假設一個按照實驗設計 ξ = {(ti, wi)}ni=1 的抽樣。因為隨機變數 Yi 服從伯努利分布，以

小寫 yi 代表對應於隨機變數 Yi 的抽樣後的觀察值，其機率質量函數可寫為：

f(yi) = πyi
i (1− πi)

1−yi yi = 0, 1

對 ξ 分組抽樣的組樣本集 {zj}j=1,...,N，並且 {zNwi−1+1, ..., zNwi
} 中的每個元素符合特質

ti(i = 1, ..., n，特別地令 w0 = 0，這裡假設 N 夠大使 Nwi 都能視為正整數)，令 yj 是樣本

zj 依照其對應的 ti 所對應到的隨機變數 Yi 的觀察值，且令 Πj 是 zj 中至少有一成員發生事

件 X = 1 的機率 (與其對應的 ti 有關，而且它是 β 的函數)。利用樣本 {zj}j=1,...,N 計算待估

計參數 β 的對數概似函數：

ℓ(β) =
N∑
j=1

yj lnΠj + (1− yj)ln(1− Πj)
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將 ℓ 對 β 二次偏微 (採分母形式)：

∂2ℓ

∂β∂β⊺ =
N∑
j=1

(
yj
∂2 lnΠj

∂β∂β⊺ + (1− yj)
∂2 ln(1− Πj)

∂β∂β⊺

)
根據期望值的定義：

E(Yi) = 0× π0
i (1− πi)

1 + 1× π1
i (1− πi)

0 = πi

求出訊息矩陣 I：

I = E
(

∂2ℓ

∂β∂β⊺

)
=

n∑
i=1

−πi
∂2 ln πi

∂β∂β⊺ − (1− πi)
∂2 ln(1− πi)

∂β∂β⊺

=
n∑

i=1

wiI(ξi) =
n∑

i=1

wi

πi(1− πi)

(
∂πi

∂β

)(
∂πi

∂β

)⊺

(二)最佳設計準則介紹

根據Kiefer (1974)，設 ξ = {(ti, wi)}ni=1 是實驗設計，所有可能的設計構成一個集

合 Ξ，M = M(ξ)(或 I(ξ)) 是實驗設計 ξ 的訊息矩陣。設有一凸函數 Φ(M)，其值在

{M = M(ξ) : ξ ∈ Ξ} 為實數或 +∞。若有一個設計滿足 ξ∗Φ(M(ξ∗)) = minξ∈Ξ Φ(M(ξ))，我

們稱 ξ∗ 是 Φ-optimum 的，也就是最佳設計。

常見的 Φ 有：

• D-optimality: Φ0(M) = detM−1

• A-optimality: Φ1,I(M) = trM−1

• E-optumality: Φ∞(M)=M−1 的最大特徵值

我們使用在研究最佳設計的文獻中最常用的 D-optimality 準則。

令 ϕ(x, ξ) = limδ→0+
Φ{(1− δ)M(ξ) + δM(ξx)} − Φ{M(ξ)}

δ
,Φ{M} = ln det(M)，ξx 是 wx =

1 而其餘為零的實驗設計。

等價定理指出，以下三者等價：

1. ξ∗ = maxξ∈Ξ Φ(M(ξ))

2. ξ∗ = minξ∈Ξ maxx=1,...,n ϕ(x, ξ)

3. ∀x = 1, ..., n，若 wx 在 ξ∗ 中非零則 ϕ(x, ξ∗) = 0，若 wx 在 ξ∗ 中為零則 ϕ(x, ξ∗) ≤ 0

在本研究中會使用第一點跟第三點進行理論驗證。
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二、情境一：2 種特質、一組 2 個成員

在只有兩個特質的情況下，特質分別以參數 0 和 1 表示，對應事件機率為 p0 和 p1(並且

保證 p0, p1 夠小)。

(一)二元反應模型

以 t = 0, 1 作為特質參數變數，令 p = p0 + (p1 − p0)t，顯然 t = 0 時 p = p0，t = 1 時

p = p1。

把原本的值域 (0, 1) 擴展至實數域並建構二元反應模型，即進行以下操作：

β0 + β1t = ln p

1− p

β0, β1 為模型的待估計參數 (不再只是估計 p0, p1)，但 p0, p1 是 β0, β1 的函數：

p0 =
eβ0

1 + eβ0
, p1 =

eβ0+β1

1 + eβ0+β1

(二)實驗設計

二種特質、一組兩個成員的實驗設計為：

ξ(w) =


0

0

 0

1

 1

1


w1 w2 w3

 ，其中w1 + w2 + w3 = 1

(三)程式數值分析

利用 RStudio(如下兩圖)，可以猜測使訊息矩陣行列式最大 (即變異數-共變異數矩陣行

列式值最小) 的權重是 (0.5, 0, 0.5)：
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(一) w1 (二) w3

圖 (二) p0、p1 在 0.01, 0.5 間隨機生成時，訊息矩陣行列式達最大之權重對 p0, p1 的變化圖

(一) p0 = 0.2, p1 = 0.2 (二) p0 = 0.2, p1 = 0.4 (三) p0 = 0.5, p1 = 0.6

圖 (三) p0、p1 在某些值時，訊息矩陣行列式值 (縱軸 s) 對權重 w1, w3 在 w1 + w3 ≤ 1 內的

變化圖 (紅點為最大值，發生在 w1 = 0.5, w3 = 0.5)

(四)等價定理驗證

令：

ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1


1

2
0

1

2


ξ1 =


0

0


1

 ξ2 =


0

1


1

 ξ3 =


1

1


1


總共有三種情況，令 τ0 = π3, τ1 = π2, τ2 = π1

τa = 1− (1− p0)
a(1− p1)

2−a, a = 0, 1, 2
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計算微分：
∂τa
∂β0

= (ap0 + (2− a)p1)(1− p0)
a(1− p1)

2−a

∂τa
∂β1

= (2− a)p1(1− p0)
a(1− p1)

2−a

並且令 β = (β0, β1) 以及：

Ia =
1

τa(1− τa)

(
∂τa
∂β

)(
∂τa
∂β

)⊺

=
(1− p0)

a(1− p1)
2−a

1− (1− p0)a(1− p1)2−a

 (ap0 + (2− a)p1)
2 (2− a)p1(ap0 + (2− a)p1)

(2− a)p1(ap0 + (2− a)p1) (2− a)2p21


此時 I(ξ1) = I2, I(ξ2) = I1, I(ξ3) = I0，因為在我們所猜測的 ξ∗ 中，w1 = w3 =

1
2
。所以：

I(ξopt) =
1

2
I2 +

1

2
I0

根據等價定理，ξ∗ 是最佳設計若且唯若：

ϕi = 0 , i = 1, 3 ; ϕi ≤ 0 , i = 2

令：

a =
4p20(1− p0)

2

1− (1− p0)2
b =

4p21(1− p1)
2

1− (1− p1)2
c =

(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
(p0 + p1)

2

d =
(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
p1(p0 + p1) e =

(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
p21

則：I(ξ1) =

a 0

0 0

 , I(ξ2) =

c d

d e

 , I(ξ3) =

b b

b b


• 當 i = 1：

det ξopt = 1

4

∣∣∣∣∣∣a+ b b

b b

∣∣∣∣∣∣ = ab

4

det ((1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− δ

2
(a+ b) + δa

1− δ

2
b

1− δ

2
b

1− δ

2
b

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1− δ2

4
ab

ϕ1 = lim
δ→0+

ln (1− δ2)

δ
= lim

δ→0+

−2δ

1− δ2
= 0

• 當 i = 3：

det ((1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− δ

2
(a+ b) + δb

1− δ

2
b+ δb

1− δ

2
b+ δb

1− δ

2
b+ δb

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1− δ2

4
ab

ϕ3 = lim
δ→0+

ln (1− δ2)

δ
= lim

δ→0+

−2δ

1− δ2
= 0
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• 當 i = 2：

det ((1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− δ

2
(a+ b) + δc

1− δ

2
b+ δd

1− δ

2
b+ δd

1− δ

2
b+ δe

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

4
[ (1− δ)2ab+ 2δ(1− δ)(bc− 2bd+ ae+ be) + 4δ2(ce− d2) ]

已知 ce− d2 = 0，令：

x =
b(c+ e− 2d) + ae

ab

=
1

4
[

1− (1− p0)
2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p1
1− p0

) +
1− (1− p1)

2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p0
1− p1

) ]

則：

ϕ2 = lim
δ→0+

ln ((1− δ)2 + 2δ(1− δ)x)

δ
= lim

δ→0+

(2δ − 2) + (2− 4δ)x

(1− δ)2 + 2δ(1− δ)x
= 2(x− 1)

wherex =
1

4
[

1− (1− p0)
2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p1
1− p0

) +
1− (1− p1)

2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p0
1− p1

) ]

若要使 x ≤ 1，p0, p1 勢必要有某充分條件的限制。因此我們嘗試找出使集合

A = {(p0, p1) | 0 < p0 < q , 0 < p1 < r} 的所有元素都使 x ≤ 1 的最大 q, r，使這個充分

條件盡量大且易辨識。

首先，因為在得出 ϕ2 的過程中並不允許 p0 = 0 或 p1 = 0，為了方便討論，須拓

展 ϕ2 對 (p0, p1) 的定義與。若 (p0, p1) 中某一個項為 0，並且 ϕ2 在 (p0, p1) 極限值存

在，定義 ϕ2 在 (p0, p1) 的值為 ϕ2 在 (p0, p1) 的極限，這樣的定義允許我們代入 p0 = 0

或 p1 = 0 於 x 中。

整理 x−1 ≤ 0可得 (1−p1)
1+3(1−p0)2

4(1−p0)
+(1−p0)

1+3(1−p1)2

4(1−p1)
−(1−p0)(1−p1)−1 ≤ 0。如果

1+3(1−p0)2

4(1−p0)
和 1+3(1−p1)2

4(1−p1)
皆小於等於 1，就有 x−1 ≤ (1−p0)+(1−p1)−(1−p0)(1−p1)−1 =

−p0p1 ≤ 0。整理 1+3(1−p0)2

4(1−p0)
≤ 1 可得 3(1− p0)

2 − 4(1− p0) + 1 ≤ 0，明顯若 0 < p0 <
2
3

上式成立。將 p1 = 0 代入 x 得 1−(1−p0)2

4p0(1−p0)
，上式小於等於 1 若且唯若 p0 ≤ 2

3
，將

2
3
< p0 < 1 固定為常數的情況下，x 在除 p1 = 1, 1

1−p0
外都對 p1 連續，若取一個

1 > p0 > 2
3
，就可以找到一個 p1 > 0 使 x − 1 > 0。對 1 > p1 > 2

3
也同理。所以

q = r = 2
3
即所求。

結論：當 0 < p0, p1 <
2

3
，ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1


1

2
0

1

2

 是最佳設計。
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三、情境二：2 種特質、一組 n 個成員

同樣地，特質參數與前者相同，只是每個 ti 的元素個數從 2 便為大於等於 2 的正整數

n。

(一)實驗設計

二種特質、一組 n 個成員的實驗設計的表示式為：

ξ(w) =


n− i個0

i個1


wi


n

i=0

n∑
i=0

wi = 1

ξi =


n− i個0

i個1


1


(二)程式數值分析

(一) w0 (二) wn

圖 (四) 當 n = 5，p0、p1 在 0.01, 0.07 間隨機生成時，訊息矩陣行列式達最大之權重對

p0, p1 的變化圖
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(一) p0 = 0.01, p1 = 0.01 (二) p0 = 0.1, p1 = 0.01 (三) p0 = 0.05, p1 = 0.2

圖 (五) 當 n = 5，p0、p1 在某些值時，訊息矩陣行列式值 (縱軸 s) 對權重 w0, wn 在

w0 + wn ≤ 1 內的變化圖 (紅點為最大值，發生在 w0 = 0.5, wn = 0.5；其他權重於區間

(0, 1− w0 − wn) 隨機產生)

(一) w0 (二) wn

圖 (六) 當 n = 10，p0、p1 在 0.01, 0.07 間隨機生成時權重對的電腦數值解的變化圖

(一) p0 = 0.05, p1 = 0.05 (二) p0 = 0.001, p1 = 0.6 (三) p0 = 0.01, p1 = 0.05

圖 (七) 當 n = 10，p0、p1 在某些值時，訊息矩陣行列式值 (縱軸 s) 對權重 w0, wn 在

w0 + wn ≤ 1 內的變化圖 (紅點為最大值，發生在 w0 = 0.5, wn = 0.5；其他權重於區間

(0, 1− w0 − wn) 隨機產生)

根據上述圖片的結果，我們猜測當 w0 = wn =
1

2
時有最佳設計。
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(三)等價定理驗證

驗證：

ϕi = 0 i = 0, n

ϕi ≤ 0 i = 1, ..., n− 1

已知 πi = 1− (1− p0)
n−i(1− p1)

i

∂πi

∂β0

= ((n− i)p0 + ip1)(1− p0)
n−i(1− p1)

i

∂πi

∂β1

= ip1(1− p0)
n−i(1− p1)

i

I(ξi) =
(1− p0)

n−i(1− p1)
i

1− (1− p0)n−i(1− p1)i

 ((n− i)p0 + ip1)
2 ip1((n− i)p0 + ip1)

ip1((n− i)p0 + ip1) i2p21


令：

a =
(1− p0)

n

1− (1− p0)n
n2p20

b =
(1− p1)

n

1− (1− p1)n
n2p21

c =
(1− p0)

n−i(1− p1)
i

1− (1− p0)n−i(1− p1)i
((n− i)p0 + ip1)

2

d =
(1− p0)

n−i(1− p1)
i

1− (1− p0)n−i(1− p1)i
ip1((n− i)p0 + ip1)

e =
(1− p0)

n−i(1− p1)
i

1− (1− p0)n−i(1− p1)i
i2p21

i = 1, ..., n− 1

• 當 i = 0, n：ϕi 與 a, b 無關，因此結果同上，ϕi = 0。

• 當 i = 1, .., n− 1：

在此情境，我們要對 i = 1, .., n − 1 的每個情況取最大 q, r 使 Ai = {(p0, p1) | 0 <

p0 < qi , 0 < p1 < ri} 的所有元素滿足 ϕi ≤ 0，而後找到 A1, ..., An−1 的交集作為 p0, p1

的充分條件。ϕi 可寫為 2(x− 1)，其中 x 更加複雜：

x =
(1− p0)

n−i(1− p1)
i

1− (1− p0)n−i(1− p1)i

(
(n− i)2

n2

1− (1− p0)
n

(1− p0)n
+

i2

n2

1− (1− p1)
n

(1− p1)n

)
將 ϕi ≤ 0 整理後可得：

(1− p1)
i (n

2 − (n− i)2)(1− p0)
n + (n− i)2

n2(1− p0)i
+ (1− p0)

n−i (n
2 − i2)(1− p1)

n + i2

n2(1− p1)n−i

− (1− p0)
n−i(1− p1)

i − 1 ≤ 0

若 (n2−(n−i)2)(1−p0)n+(n−i)2

n2(1−p0)i
≤ 1 且 (n2−i2)(1−p1)n+i2

n2(1−p1)n−i ≤ 1 則：

ϕ ≤ (1−p0)
n−i+(1−p1)

i− (1−p0)
n−i(1−p1)

i−1 = −((1−p0)
n−i−1)((1−p1)

i−1) ≤ 0
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首先，因為在得出 ϕi 的過程中並不允許 p0 = 0 或 p1 = 0，為了方便討論，須拓展

ϕi 對 (p0, p1) 的定義與。若 (p0, p1) 中某一個項為 0，並且 ϕi 在 (p0, p1) 極限值存在，

定義 ϕi 在 (p0, p1) 的值為 ϕi 在 (p0, p1) 的極限，這樣的定義允許我們代入 p0 = 0 或

p1 = 0 於 x 中。

因過程較長，一些驗證被放在附錄裡。令 αi是 (n2−(n−i)2)xn−n2xi+(n−i)2 = 0

在 0 < x < 1 的唯一 (見附錄) 解、βi 是 (n2 − i2)xn −n2xn−i + i2 = 0 在 0 < x < 1 的唯

一 (見附錄)解。若 αi < x < 1且 βi < x < 1則 (n2− (n− i)2)xn−n2xi+(n− i)2 ≤ 0且

(n2− i2)xn−n2xn−i+ i2 ≤ 0，因此 (n2−(n−i)2)(1−p0)n+(n−i)2

n2(1−p0)i
≤ 1且 (n2−i2)(1−p1)n+i2

n2(1−p1)n−i ≤ 1成

立。ϕi = ϕi(p0, p1)，如果取一個 1 > p0 > 1−αi，則 ϕi(p0, 0) > 0。固定 1−βi < p0 < 1

為常數，因為當 p0 固定為常數時 ϕi(p0, p1) 對 p1 幾乎處處連續，必存在一 p1 > 0 使

ϕi(p0, p1) > 0。對於 p1 > 1 − βi 時也同理。因此 qi = 1 − αi, ri = 1 − βi。因為 βi 在

0 < i < n 隨 i 嚴格遞增 (見附錄)，所以取 βn−1 是 βi 在 1 ≤ i ≤ n− 1 中的最大值，因

此 0 < p0, p1 < 1− βn−1 即所求的充分條件 (A1, ..., An−1 的交集)。

結論：0 < s < 1 滿足 (2n − 1)sn − n2s + (n − 1)2 = 0 的解，它存在且唯一，

當 0 < p0, p1 < 1 − s，最佳設計發生在 w0 = wn =
1

2
。

四、情境三：2 種特質、一組至多 2 個成員

實驗設計變為：

ξ(w) =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

w1 w2 w3 w4 w5

 其中w1 + w2 + w3 + w4 + w5 = 1

令：

ξ4 =


(
0
)
1

 ξ5 =


(
1
)
1


並且令：

I(ξ4) =

p0(1− p0) 0

0 0

 I(ξ5) =

p1(1− p1) p1(1− p1)

p1(1− p1) p1(1− p1)
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(一)程式數值分析

(一) w1 (二) w3

圖 (八) 當 p0、p1 在 0.01, 0.5 間隨機生成時，訊息矩陣行列式達最大之權重對 p0, p1 的變化

圖

(一) p0 = 0.6, p1 = 0.6 (二) p0 = 0.3, p1 = 0.5 (三) p0 = 0.001, p1 = 0.5

圖 (九) p0、p1 在某些值時，訊息矩陣行列式值 (縱軸 s) 對權重 w0, wn 在 w0 +wn ≤ 1 內的

變化圖 (紅點為最大值，發生在 w0 = 0.5, wn = 0.5；其他權重於區間 (0, 1−w0 −wn) 隨機產

生)

由上圖猜測：

ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

1

2
0

1

2
0 0


(二)等價定理驗證

只要驗證：(i = 1, 2, 3 時同上)

ϕi ≤ 0 i = 4, 5
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令 a = 4p20
(1− p0)

2

1− (1− p0)2
, b = 4p21

(1− p1)
2

1− (1− p1)2
、e = p0(1− p0) 及 f = p1(1− p1)

• 當 i = 4：

det ((1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− δ

2
(a+ b) + δe

1− δ

2
b

1− δ

2
b

1− δ

2
b

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(1− δ)2

4
ab+

δ(1− δ)

2
be

ϕ4 = lim
δ→0+

ln [ (1− δ)2 + 2δ(1− δ)
e

a
]

δ
= lim

δ→0+

(2δ − 2) + (2− 4δ)
e

a

(1− δ)2 + 2δ(1− δ)
e

a

= 2(
e

a
− 1)

e

a
=

1− (1− p0)
2

4p0(1− p0)
=

2− p0
4(1− p0)

(
2− p0
1− p0

)′ =
−(1− p0) + (2− p0)

(1− p0)2
=

1

(1− p0)2
> 0

2− p0
4(1− p0)

於 0 < p0 ≤
2

3
嚴格遞增

0 < p0 ≤
2

3
⇒ 1

2
<

2− p0
4(1− p0)

≤ 1 ∴ ϕ4 ≤ 0

• 當 i = 5：

det ((1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
1− δ

2
(a+ b) + δf

1− δ

2
b+ δf

1− δ

2
b+ δf

1− δ

2
b+ δf

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(1− δ)2

4
ab+

δ(1− δ)

2
af

ϕ5 = 2(
f

b
− 1)

e

a
=

1− (1− p1)
2

4p1(1− p1)
=

2− p1
4(1− p1)

同理：

0 < p1 ≤
2

3
⇒ 1

2
<

2− p1
4(1− p1)

≤ 1 ∴ ϕ5 ≤ 0

結論：當 0 < p0, p1 <
2

3
，ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

1

2
0

1

2
0 0

 是最佳設計。
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五、情境四：2 種特質、一組至多 3 個成員

二種特質、一組至多 3 成員的實驗設計變為：

ξ(w) =




0

0

0



0

0

1



0

1

1



1

1

1


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9


其中w1 + w2 + w3 + w4 + w5 + w6 + w7 + w8 + w9 = 1

(一)程式數值分析

(一) w1 (二) w4

圖 (十) 當 p0、p1 在 0.01, 0.3 間隨機生成時，訊息矩陣行列式達最大之權重對 p0, p1 的變化

圖

(一) p0 = 0.01, p1 = 0.2 (二) p0 = 0.4, p1 = 0.4 (三) p0 = 0.01, p1 = 0.05

圖 (十一) p0、p1 在某些值時，訊息矩陣行列式值 (縱軸 s) 對權重 w0, wn 在 w0 +wn ≤ 1 內

的變化圖 (紅點為最大值，發生在 w0 = 0.5, wn = 0.5；其他權重於區間 (0, 1−w0 −wn) 隨機

產生)
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猜測最佳設計成立於 w1 = w4 = 0.5。

(二)等價定理驗證

以 ξi 代表 wi = 1 的實驗設計，i = 1, 2, 3, 4 在前面已證：0 < s < 1 是 5s3 − 9s + 4 = 0

的解，它存在且惟一，當 0 < p0, p1 < 1− s，ϕi ≤ 0。因為 (0, 1− s) 已是使 ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4 ≤ 0

的 p0, p1 的最大開區間，現只要證若 0 < p0, p1 < 1− s，剩下的 ϕi 都能小於等於 0。

令 a = 9p20
(1−p0)3

1−(1−p0)3
, b = 9p21

(1−p1)3

1−(1−p1)3
。以下皆假設 0 < p0, p1 < 1− s。

• 當 i = 8 時：

ϕ8 = 2(
1− (1− p0)

3

9p0(1− p0)2
− 1)

1− (1− p0)
3

9p0(1− p0)2
對 p0 的微分為：

27p0(1− p0)
4 − (1− (1− p0)

3)(9(1− p0)
2 − 18p0(1− p0))

81p20(1− p0)4

=
(1− p0)

5 + p0(1− p0)
4 − (1− p0)

2 + 2p0(1− p0)

9p20(1− p0)4

=
(1− p0)

4 − (1− p0)(1− 3p0)

9p20(1− p0)4

=
p20(1− p0)(3− p0)

9p20(1− p0)4

0 < p0 < 1 時其 > 0，又 limp0→0+
1− (1− p0)

3

9p0(1− p0)2
=

1

3
、limp0→1−

1− (1− p0)
3

9p0(1− p0)2
= +∞，

ϕ8 = 0 在 0 < p0 < 1 必有唯一解。

1− (1− p0)
3

9p0(1− p0)2
≤ 1 ⇔ 8p20 − 15p0 + 6 ≥ 0 ⇔ 0 < p0 ≤

15−
√
33

16

5(1− p0)
3 + 9(1− p0) + 4 ≤ 0 ⇔ 5p20 − 15p0 + 6 ≥ 0 ⇔ 0 < p0 ≤

15−
√
105

10

15−
√
105

10
<

5

10
<

9

16
<

15−
√
33

16
，所以 ϕ8 ≤ 0

• 當 i = 9：與 i = 8 同理，ϕ9 ≤ 0。

• 當 i = 5：

ϕ5 = 2(
4

9

1− (1− p0)
3

(1− p0)− (1− p0)3
− 1)

4

9

1− (1− p0)
3

(1− p0)− (1− p0)3
=

4

9

p20 − 3p0 + 3

(1− p0)(2− p0)
=

4

9

p20 − 3p0 + 3

p20 − 3p0 + 2

對其微分可得：
4

9

3− 2p0
(p20 − 3p0 + 2)2
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若 0 < p0 < 1，其大於零；又 limp0→0+
4

9

p20 − 3p0 + 3

p20 − 3p0 + 2
=

2

3

、limp0→1−
4

9

p20 − 3p0 + 3

p20 − 3p0 + 2
= +∞，ϕ5 = 0 必有唯一解。

4

9

p20 − 3p0 + 3

p20 − 3p0 + 2
≤ 1 ⇔ 5p20 − 15p0 + 6 ≥ 0 ⇔ 0 < p0 ≤

15−
√
105

10

5(1− p0)
3 + 9(1− p0) + 4 ≤ 0 ⇔ 5p20 − 15p0 + 6 ≤ 0 ⇔ 0 < p0 ≤

15−
√
105

10

所以 ϕ5 ≤ 0。

• 當 i = 7：與 i = 5 同理，ϕ7 ≤ 0。

• 當 i = 6：

令：

a =
9p20(1− p0)

3

1− (1− p0)3

b =
9p21(1− p1)

3

1− (1− p1)3

c =
(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
(p0 + p1)

2

d =
(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
p1(p0 + p1)

e =
(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
p21

ϕ6 = 2(x− 1)

x =
b(c+ e− 2d) + ae

ab
=

1

9

(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)

(
1− (1− p0)

3

(1− p0)3
+

1− (1− p1)
3

(1− p1)3

)
化簡 x− 1 ≤ 0可得 (1− p1)

1+8(1−p0)3

9(1−p0)2
+(1− p0)

1+8(1−p1)3

9(1−p1)2
− (1− p0)(1− p1)− 1 ≤ 0。

若 1+8(1−p0)3

9(1−p0)2
≤ 1且 1+8(1−p1)3

9(1−p1)2
≤ 1，則 x− 1 ≤ (1− p1)+ (1− p0)− (1− p0)(1− p1)− 1 =

−p0p1 ≤ 0。而若 0 < p0, p1 <
15−

√
33

16
，1+8(1−p0)3

9(1−p0)2
≤ 1 和 1+8(1−p1)3

9(1−p1)2
≤ 1 都會成立，所以

ϕ6 ≤ 0

結論：2 種特質、一組至多 3 人的結論與 2 種特質、一組 n 人在 n = 3 時的結論相同。

六、情境五：3 種特質、一組 2 個成員

現在我們推廣至三種特質 (例：北部、中部、南部)。有三種特質 0, 1, 2，分別對應某個

服從伯努利分布的事件發生之機率 p0, p1, p2。令 p = p(t1, t2) = p0 + (p1 − p0)t1 + (p2 − p0)t2，

其中 (t1, t2) = (0, 0), (1, 0), (0, 1) 分別對應 p = p0, p1, p2。
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定義 β0 + β1t1 + β2t2 = ln p
1−p
，因此：

p0 =
1

1 + e−β0

p1 =
1

1 + e−β0−β1

p2 =
1

1 + e−β0−β2

待估計參數的可逆線性變換不改變 ϕ(x, ξ)，也就是說，若令 β′
0 = β0, β

′
1 = β0 + β1,

β′
2 = β0 + β2，則以 β′ = (β′

0, β
′
1, β

′
2) 為待估計參數和以 β = (β0, β1, β2) 為待估計參數所計算

出的 ϕ(x, ξ) 會一樣 (詳見附錄)。所以為了簡化計算，以下皆以 β′ 為待估計參數。

(一)實驗設計

ξ(w) =


0

0

 1

1

 2

2

 0

1

 0

2

 1

2


w1 w2 w3 w4 w5 w6

 其中w1 +w2 +w3 +w4 +w5 +w6 = 1

以 ξi 表示 wi = 1 時的設計，I(ξi) 表示其訊息矩陣。

(二)程式數值分析

(一) w1 (二) w2 (三) w3

圖 (十二) 當 p0、p1、p2 在 0.01, 0.5 間隨機生成時，訊息矩陣行列式達最大之權重對 p0, p1

的變化圖

猜測最佳設計為：

ξ∗ =



0

0

 1

1

 2

2

 0

1

 0

2

 1

2


1

3

1

3

1

3
0 0 0
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(三)等價定理驗證

ϕi = lim
δ→0+

Φ{(1− δ)I(ξopt) + δI(ξi)} − Φ{I(ξopt)}
δ

Φ{M} = ln detM

• 當 i = 1，令：

I(ξ1) =


a 0 0

0 0 0

0 0 0

 I(ξ2) =


0 0 0

0 b 0

0 0 0

 I(ξ3) =


0 0 0

0 0 0

0 0 c


ϕ1 = lim

δ→0+

ln((1− δ)3 + 3δ(1− δ)2)

δ
= lim

δ→0+

−3(1− δ)2 + 3(1− δ)2 − 6δ(1− δ)

(1− δ)3 + 3δ(1− δ)
= 0

• 當 i = 2, 3 時，同上。

• 當 i = 4 時：

令：

I(ξ4) =


d e 0

e f 0

0 0 0


ϕ4 = lim

δ→0+

ln((1− δ)3 + 3δ(1− δ)2 af+bd
ab

)

δ

= lim
δ→0+

−3(1− δ)2 + af+bd
ab

(3(1− δ)2 − 6δ(1− δ))

(1− δ)3 + 3δ(1− δ)af+bd
ab

= 3(
af + bd

ab
− 1)

af + bd

ab
=

1

4
[

1− (1− p0)
2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p1
1− p0

) +
1− (1− p1)

2

1− (1− p0)(1− p1)
(
1− p0
1− p1

) ] 結論同上。

• 當 i = 5, 6 時同理。

結論：

當 0 < p0, p1, p2 <
2

3
，ξ∗ =



0

0

 1

1

 2

2

 0

1

 0

2

 1

2


1

3

1

3

1

3
0 0 0


是最佳設計。

七、情境六：m 種特質、一組 2 個成員

推廣至 m 種特質。與情境五同理，定義特質參數為 1, 2, ...,m，分別對應某個服從伯

努利分布的事件發生之機率 p1, p2, ..., pm，令 p = p(t1, ..., tm−1) = p1 +
∑m−1

i=1 (pi+1 − p1)ti。
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向量 (t1, t2, ..., tm−1) 至多只有一個值為 1 的元而其他為 0。定義待估計參數 β1, ..., βm 滿足

β1 +
∑m−1

i=1 βi+1ti = ln p
1−p
。

同樣地，令 β′
1 = β1 和 β′

i+1 = β1 + βi+1, i = 1, ...,m− 1，以 β′ = (β′
1, ..., β

′
m) 為待估計參

數和以 β = (β0, β1, β2) 為待估計參數所計算出的 ϕ(x, ξ) 會一樣，因此以下皆以 β′ 為待估計

參數。

(一)最佳設計猜測

猜測最佳設計發生在：兩個成員都擁有相同特質的 m 個組別各占 1
m

(二)等價定理驗證

令 ξ∗ 是兩個成員都擁有相同特質的 m 個組別各占 1
m
的實驗設計，ξx 是 wx = 1 而其餘為零

的實驗設計。

ϕ(x, ξ∗) = lim
δ→0+

Φ{(1− δ)M(ξ∗) + δM(ξx)} − Φ{M(ξ∗)}
δ

已知 M(ξx) 有形式 cvv⊺，令 I = M(ξ∗)，根據矩陣行列式引理：

det((1− δ)I + δcvv⊺) = (1− δ)m det(I)(1 + δc

1− δ
v⊺I−1v)

所以：

ϕ(x, ξ∗) = lim
δ→0+

ln(1− δ)m(1 + δc
1−δ

v⊺I−1v)

δ

= lim
δ→0+

−m(1− δ)m−1(1 + δc
1−δ

v⊺I−1v) + (1− δ)m−2cv⊺I−1v

(1− δ)m(1 + δc
1−δ

v⊺I−1v)
= cv⊺I−1v −m

Ikk = 1
m

4p2k(1−pk)
2

1−(1−pk)2
而其他元皆為零，所以 I−1

kk = m 1−(1−pk)
2

4p2k(1−pk)2
且其他元皆零。若 ξx 中權重為 1

的組別中的兩個成員的特質都是 i，則 cv⊺I−1v −m = m−m = 0。

若 ξx 中權重為 1 的組別中的兩個成員的特質為 i, j, i ̸= j，則得出的 ϕ(x, ξ∗) 跟情境一一樣，

只是未知數變為成員的兩個特質對應的 pi, pj。

結論：若能確保 0 < p1, ..., pm < 2
3
，則兩個成員都擁有相同特質的 m 個組別各占 1

m
的

實驗設計是最佳設計。

八、情境七：m 種特質、一組 n 個成員

模型與待估計參數的簡化計算方式與情境七相同。假設最佳設計 ξ∗ 為組內全部 n 個成

員都擁有相同特質的 m 種組別各占 1
m
。

ϕ = m
(1− p1)

i1 ..(1− pm)
im

1− (1− p1)i1 ...(1− pm)im

(
i21
1− (1− p1)

n

n2(1− p1)n
+ ...+ i2m

1− (1− pm)
n

n2(1− pm)n

)
−m i1+...+im = n
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若對 k = 1, ...,m 有 i2k
1−(1−pk)

n

n2(1−pk)
n−ik

≤ 1，則：

ϕ ≤ (1− p1)
i1 ...(1− pm)

im

(
1

(1− p1)i1
+ ..+

1

(1− pm)im
− 1

(1− p1)i1 ...(1− pm)im
− (m− 1)

)
顯然若 p1 = ... = pm = 0， 1

(1−p1)i1
+ .. + 1

(1−pm)im
− 1

(1−p1)i1 ...(1−pm)im
− (m − 1) = 0；在

0 < p1...pm < 1 的情況下，只要 p1, ..., pm 中至少一項小於等於 1 就能使

1
(1−p1)i1

+ .. + 1
(1−pm)im

− 1
(1−p1)i1 ...(1−pm)im

− (m − 1) ≤ 0，因此 ϕ ≤ 0。 觀察方程式

(n2−i2k)(1−pk)
n−n2(1−pk)

n−i+i2k = 0，它在 0 < pk < 1中有唯一解 1−sik，這個解的值隨著

ik嚴格遞減，並且在 0 < pk < 1−sik 之間的所有 pk都使 (n2−i2k)p
n
k−n2pn−ik

k +i2k ≤ 0，也就是

i2k
1− (1− pk)

n

n2(1− pk)n
≤ 1。令 ϕ = ϕ(p1, ..., pm)。若 1 > pk > 1−sik，則 ϕ(0, .., pk, .., 0) > 0，並且 ϕ

在其他 m−1個變數固定的情況下幾乎處處對 pk 連續，所以必存在 p1, .., pk−1, pk+1, .., pm > 0

使 ϕ(p1, ..., pm) > 0。所以若對 k = 1, ..,m 都有 0 < pk < 1− sik 則 ϕ ≤ 0。因為 sik 的最大值

發生在 ik = n− 1，所以若 0 < p1, ..., pm < 1− sn−1，ξ∗ 是最佳設計。

結論：設 s 是 (2n − 1)xn − n2x + (n − 1)2 = 0 在 0 < x < 1 的唯一解。

若 0 < p1, .., pm < 1 − s，則組內全部 n 個成員都擁有相同特質的 m 種組別各占 1
m
的

實驗設計為最佳設計。

九、其他種最佳設計之討論：情境三

實驗設計為：

ξ(w) =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

w1 w2 w3 w4 w5


(一)w1 = w5 = 0.5 和 w3 = w4 = 0.5

若將最佳設計 ξ∗ 改成 w1 = w5 = 0.5，也就是二個成員一組且成員特質全為 0 的組與一

個成員一組且成員特質為 1 的組各占一半，則顯然若 x = 1, 5，ϕ(x, ξ∗) = 0。

ϕ(2, ξ∗) =
1

2

1− (1− p0)
2

1− (1− p0)(1− p1)

1− p1
1− p0

+
1

2

4p1(1− p0)

1− (1− p0)(1− p1)
− 2

ϕ(3, ξ∗) =
8p1(1− p1)

p1(2− p1)
− 2 ϕ(4, ξ∗) =

p0(2− p0)

2p0(1− p0)
− 2

顯然若 1 > p1 > 2
3
則 ϕ(3, ξ∗) ≤ 0、若 0 < p0 < 2

3
則 ϕ(4, ξ∗) ≤ 0。而對於 ϕ(2, ξ∗)，因

為 0 < p0, p1 < 1，將 ϕ(2, ξ∗) ≤ 0 化簡可得 1− p1 ≤ 4(1−p0)
2−p0

，若 0 < p0 <
2
3
, 0 < p1 < 1 則此

式必成立。所以當 0 < p0 <
2
3
且 2

3
< p1 < 1 時，最佳設計成立。而將 p0, p1 對調，即可得到

w3 = w4 = 0.5 的結果。
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結論：

若 0 < p0 <
2

3
且

2

3
< p1 < 1 則 ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

1

2
0 0 0

1

2

 是最佳設計。

若
2

3
< p0 < 1 且 0 < p1 <

2

3
則 ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

0 0
1

2

1

2
0

 是最佳設計。

(二)w4 = w5 = 0.5

最佳設計 ξ∗ 變為 w4 = w5 = 0.5。顯然 ϕ(4, ξ∗) = ϕ(5, ξ∗) = 0

ϕ(1, ξ∗) =
8p0(1− p0)

p0(2− p0)
− 2 ϕ(3, ξ∗) =

8p1(1− p1)

p1(2− p1)
− 2

ϕ(2, ξ∗) =
2p0(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)
+

2p1(1− p0)

1− (1− p0)(1− p1)
− 2

若 2
3
< p0, p1 < 1 則 ϕ(1, ξ∗) ≤ 0 , ϕ(3, ξ∗) ≤ 0，並且對所有 0 < p0, p1 < 1 都有

ϕ(2, ξ∗) ≤ 0。因此當 2
3
< p0, p1 < 1 時，最佳設計成立。

結論：若
2

3
< p0, p1 < 1 則 ξ∗ =


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

0 0 0
1

2

1

2

 是最佳設計。

十、其他種最佳設計之討論：情境四

實驗設計為：

ξ(w) =




0

0

0



0

0

1



0

1

1



1

1

1


0

0

 0

1

 1

1

 (
0
) (

1
)

w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8 w9
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(一)w1 = w7 = 0.5 和 w4 = w5 = 0.5

最佳設計 ξ∗ 為 w1 = w7 = 0.5。

ϕ(1, ξ∗) = ϕ(7, ξ∗) = 0

ϕ(8, ξ∗) =
6− 6p0 + 2p20
9(1− p0)2

− 2 ϕ(9, ξ∗) =
2− p1
2− 2p1

− 2

ϕ(4, ξ∗) =
18p21(1− p1)

3

1− (1− p1)3
1− (1− p1)

2

4p21(1− p1)2
− 2

ϕ(5, ξ∗) =
1− (1− p0)

3

9p20(1− p0)3
8p20(1− p0)

2

1− (1− p0)2
− 2

ϕ(6, ξ∗) =
2(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)

(
1− (1− p0)

3

9(1− p0)3
+

1− (1− p1)
2

4(1− p1)2

)
− 2

ϕ(2, ξ∗) =
2(1− p0)

2(1− p1)

1− (1− p0)2(1− p1)

(
4− 4(1− p0)

3

9(1− p0)3
+

1− (1− p1)
2

4(1− p1)2

)
− 2

ϕ(3, ξ∗) =
2(1− p0)(1− p1)

2

1− (1− p0)(1− p1)2

(
1− (1− p0)

3

9(1− p0)3
+

1− (1− p1)
2

(1− p1)2

)
− 2

令 s 是方程式 5x3 − 9x + 4 = 0 在 0 < x < 1 內的唯一解。化簡 ϕ(8, ξ∗) ≤ 0 可得

8p20 − 15p0 + 6 ≥ 0，若 0 < p0 < 1 − s 則上式成立；若 0 < p1 < 2
3
則 ϕ(9, ξ∗) ≤ 0。若

1 − s < p1 < 1 則 ϕ(4, ξ∗) ≤ 0，而若 0 < p0 < 1 − s 則 ϕ(5, ξ∗) ≤ 0。化簡 ϕ(6, ξ∗) ≤ 0 可得

(1−p1)
1+8(1−p0)3

9(1−p0)2
+(1−p0)

1+3(1−p1)2

4(1−p1)
−(1−p0)(1−p1)−1 ≤ 0，若 0 < p0 < 1−s且 0 < p1 <

2
3
則

上式成立。化簡 ϕ(2, ξ∗) ≤ 0可得 (1−p1)
4+5(1−p0)3

9(1−p0)
+(1−p0)

2 1+3(1−p1)2

4(1−p1)
−(1−p0)

2(1−p1)−1 ≤ 0，

化簡 ϕ(3, ξ∗) ≤ 0 可得 (1− p1)
2 ≤ 9p0(1−p0)2

1−(1−p0)3
，若 0 < p0 < 1− s 且 0 < p1 <

2
3
則上兩式成立。

對 w4 = w5 = 0.5 的情況只要將 p0.p1 調換即可。

結論：設 s 是方程式 5x3 − 9x + 4 = 0 在 0 < x < 1 的唯一解。

若 0 < p0 < 1 − s 且 1 − s < p1 <
2

3
則最佳設計發生在 w1 = w7 = 0.5 時。

若 1 − s < p0 <
2

3
且 0 < p1 < 1 − s 則最佳設計發生在 w4 = w5 = 0.5
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(二)w1 = w9 = 0.5

最佳設計 ξ∗ 變為 w4 = w5 = 0.5。

ϕ(1, ξ∗) = ϕ(9, ξ∗) = 0

ϕ(8, ξ∗) =
6− 6p0 + 2p20
9(1− p0)2

− 2 ϕ(7, ξ∗) =
8− 8p1
2− p1

− 2

ϕ(4, ξ∗) =
18p1(1− p1)

2

1− (1− p1)3
− 2

ϕ(5, ξ∗) =
1− (1− p0)

3

9p20(1− p0)3
8p20(1− p0)

2

1− (1− p0)2
− 2

ϕ(6, ξ∗) =
2(1− p0)(1− p1)

1− (1− p0)(1− p1)

(
1− (1− p0)

3

9(1− p0)3
+

p1
1− p1

)
− 2

ϕ(2, ξ∗) =
2(1− p0)

2(1− p1)

1− (1− p0)2(1− p1)

(
4− 4(1− p0)

3

9(1− p0)3
+

p1
1− p1

)
− 2

ϕ(3, ξ∗) =
2(1− p0)(1− p1)

2

1− (1− p0)(1− p1)2

(
1− (1− p0)

3

9(1− p0)3
+

4p1
1− p1

)
− 2

令 s 是方程式 5x3 − 9x + 4 = 0 在 0 < x < 1 內的唯一解。化簡 ϕ(8, ξ∗) ≤ 0 可得

8p20−15p0+6 ≥ 0，若 0 < p0 < 1−s則上式成立；若 2
3
< p1 < 1則 ϕ(9, ξ∗) ≤ 0。若 2

3
< p1 < 1

則 ϕ(4, ξ∗) ≤ 0。若 0 < p0 < 1− s 則 ϕ(5, ξ∗) ≤ 0。化簡 ϕ(6, ξ∗) ≤ 0 可得 1− p1 ≤ 9p0(1−p0)2

1−(1−p0)3
，

若 0 < p0 < 1 − s 且 0 < p1 < 1 則上式成立。化簡 ϕ(2, ξ∗) ≤ 0 得 1 − p1 ≤ 9(1−p0)−9(1−p0)3

4−4(1−p0)3
，

化簡 ϕ(3, ξ∗) ≤ 0可得 (1−p1)
2 1+8(1−p0)3

(9(1−p0)2)
+(1−p0)(1+3p1)(1−p1)− (1−p0)(1−p1)

2−1 ≤ 0，

若 0 < p0 < 1 − s 且 0 < p1 < 1 則上式成立。對 w4 = w8 = 0.5 的情況只要將 p0, p1 調換即

可。

結論：設 s 是方程式 5x3 − 9x + 4 = 0 在 0 < x < 1 的唯一解。

若 0 < p0 < 1 − s 且
2

3
< p1 < 1 則最佳設計發生在 w1 = w9 = 0.5。

若 2
3
< p0 < 1 且 0 < p1 < 1 − s 則最佳設計發生在 w4 = w8 = 0.5

肆、結果、討論及應用

一、結論統整

1. m 種特質、一組 n 個成員的情況。令 0 < s < 1 滿足 (2n− 1)sn − n2s+ (n− 1)2 = 0，

它唯一，若每種特質對應的機率 p1, ..., pm 都滿足 0 < p1, ..., pm < 1 − s，則最佳設計

是：組內 n 個成員全部相同特質的組每種各占 1
m
。

2. 在兩種特質下以一組至少 2 個成員去分組，特質 0, 1 的成員發生某服從伯努利分布的

事件的機率 p0, p1。若 p0, p1 ∈ (0, 2
3
) 則最佳設計發生在組內 2 成員皆為同種特質的 2
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種組別各占 1
2
時；若 p0 ∈ (0, 2

3
) 內而另一個在 p1 ∈ (2

3
, 1) 內，則 2 個成員特質皆為 0

的組和只有一個特質為 1 成員的組各占一半的實驗設計為最佳設計，並且調換這個結

論中的 p0, p1 和特質 0, 1 後其也成立；若 p0, p1 ∈ (2
3
, 1) 則最佳設計發生在只有一個成

員的兩種組別各占一半。

3. 以 2 種特質、一組至多 3 個成員的情境分組，令 s 是方程式 5x3 − 9x + 4 = 0 在

0 < x < 1 內的唯一解。若 p0, p1 ∈ (0, 1− s) 則最佳設計為組內 3 成員皆為同種特質的

2 種組別各占 1
2
時；若 p0 ∈ (0, 1− s) 內而另一個在 p1 ∈ (1− s, 2

3
) 內，則 3 個成員特

質皆為 0 的組和 2 個成員特質為 1 的組各占一半的實驗設計為最佳設計，並且調換這

個結論中的 p0, p1 和特質 0, 1 後其也成立；若 p0 ∈ (0, 1 − s) 且 p1 ∈ (2
3
, 1)，3 個成員

特質皆為 0 的組和 1 個成員特質為 1 的組各占一半的實驗設計為最佳設計，並且調換

這個結論中的 p0, p1 和特質 0, 1 後其也成立。

二、未來展望

1. 加入潛伏期及篩劑準確度因素。

2. 進行 m 種特質一組至多 n 個成員各種最佳設計的討論。

3. 嘗試使用其他種模型下，或許可以更好的擬合多種疾病，譬如說直接以事件機率作為

待估計參數。

三、應用討論

正如前文所述，研究的結果適用於疾病盛行率低且檢體可混合的疾病，且因為本研究並

未考慮潛伏期因素和篩劑偽陽偽陰率，本研究的結果對於潛伏期較短的病毒以及準確度較

高的篩檢試劑可能較為合適且準確。先進行數次試驗後，只要疾病盛行率在某範圍內的假設

不被拒絕，就能以該範圍所對應的最佳設計進行疾病篩檢。最佳設計是使待估計參數的變異

數-共變異數矩陣的行列式值達最小的實驗設計，若以池化檢驗的最佳設計進行疾病篩檢，

即可大幅減少資源成本並得出相對精準的結果。

舉個粗略的例子，假設現有一萬人要篩檢，如果一個一個篩檢就需要一萬人份的資源，

將人分成 2 種特質以兩人一組行池化檢驗。假設在兩種特質族群中的疾病盛行估計都在 0.1

以內，依最佳設計可得兩個成員皆為相同特質的組別各 2500 組，假設兩者都只有 250 組被

測為陽，則以此方式進行篩檢只要消耗 5500 人份的資源，並且此結果的變異相對小。

池化檢驗的概念也不一定只能用在疾病上，例如檢測大量燈泡中的損壞燈泡、檢測產品

某個物質的濃度超標與否等等，都可利用池化檢驗降低成本。
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伍、附錄

一、池化檢驗介紹

根據「嚴重特殊傳染性肺炎炎核酸檢測池化方式操作步驟 (衛生福利部疾病管制署,

2021)」，池化檢驗的大致方式為，將各待測檢體以每數支為一組，取等體積混合成一管 (一

個 pool)。每個將每個 pool 視為單一檢體篩檢 (也就是混合檢體的篩檢依單一檢體的篩檢標

準進行)，若單一 pool 的檢驗結果呈現陰性，則該 pool 內的所有檢體均核發陰性報告；若

單一 pool 的檢驗結果呈現陽性，則該 pool 內的所有檢體均要個別重新檢測，再依各檢體的

檢驗結果核發報告。傳統方法與池化檢驗的最大差異在樣本的單位上：前者以「人」，或者

「點」，為一個樣本點、後者以多人的「組」，或者「集合」，為一個樣本點。

二、可逆線性變換不影響等價定理的結果

設實驗設計為 ξ = {(ti, wi)}ni=1，根據等價定理：

ϕ(x, ξ) = lim
δ→0+

Φ{(1− δ)M(ξ) + δM(ξx)} − Φ{M(ξ)}
δ

,Φ{M} = ln det(M)

M(ξ) =
∑n

i=1
wi

πi(1−πi)
(∂πi

∂β
)(∂πi

∂β
)⊺,M(ξx) = wx

πx(1−πx)
(∂πx

∂β
)(∂πx

∂β
)⊺，其中 ξx 是 wx = 1 而其

他為 0 的實驗設計。令 A 是可逆方陣，階數與行向量 β 的行數一致，令 β′ = Aβ 及

τi(Aβ) = πi(β)。若 M ′(ξ) =
∑n

i=1
wi

τi(1−τi)
( ∂τi
∂β′ )( ∂τi

∂β′ )⊺,M ′(ξx) =
wx

τx(1−τx)
(∂τx
∂β′ )(∂τx∂β′ )⊺ 及

ϕ′(x, ξ) = limδ→0+
Φ{(1−δ)M ′(ξ)+δM ′(ξx)}−Φ{M ′(ξ)}

δ
是在待估計參數 β′ 下得出的訊息矩陣及等價

定理形式 (皆為 β′ 的函數)。根據連鎖律：

∂β′

∂β

∂τi(β
′)

∂β′ =
∂πi(β)

∂β
= A⊺∂τi(β

′)

∂β′

根據矩陣行列式引理 (以下證明加上 (β) 和 (β′) 以強調函數中待估計參數的區別)：

ϕ(x, ξ) =

(
1

πx(1− πx)

(
∂πx

∂β

)⊺
M−1(ξ)

(
∂πx

∂β

)
− n

)
(β)

ϕ′(x, ξ) =

(
1

τx(1− τx)

(
∂τx
∂β′

)⊺
M ′−1(ξ)

(
∂τx
∂β′

)
− n

)
(β′)

=

(
1

πx(1− πx)

(
∂πx

∂β

)⊺
AA−1M−1(ξ)(A⊺)−1A⊺

(
∂πx

∂β

)
− n

)
(β) = ϕ(x, ξ)

其中 n 為 M(ξ) 的階數。證畢。
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三、情境二中的省略過程

(一)一些引理

1. 某實係數 n ≤ 2 次多項式 f(x) 在 f(x) = 0 恰有 n 個實數解 x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn，若其

領導係數為正，則：

若 n 為奇：

f(x) > 0 ⇔ x ∈ (xn,∞) ∪

n−1
2⋃

k=1

(x2k−1, x2k)


f(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, x1) ∪

n−1
2⋃

k=1

(x2k, x2k+1)


若 n 為偶：

f(x) > 0 ⇔ x ∈ (xn,∞) ∪ (−∞, x1) ∪

n−2
2⋃

k=0

(x2k, x2k+1)

 , definex0 = x1

f(x) < 0 ⇔ x ∈

 n
2⋃

k=1

(x2k−1, x2k)


若其領導係數為負，則 −f(x) 同領導係數為正的情況，f(x) > 0 跟 f(x) < 0 的情況交

換即可。

如果將以上的 >,< 改成 ≥,≤，把開區間都改成閉區間即可。

2. 中間值定理：設 I = [a, b]，f : I → R 是連續函數，則對任意滿足：

(f(a) − u)(f(b) − u) < 0 的實數 u 皆存在 c ∈ (a, b) 使 f(c) = u。由此可推得，

f : [a, b] → R 是連續函數且 f(x) = 0 有唯一解 x = a(x = b 亦可)，則 f(x) 在 (a, b) 恆

正或恆負。

3. 設實函數 f : I → R 可導且導數連續且有一 c ∈ I 滿足 f(c) = 0, f ′(c) > 0，若存在一開

區間 (a, c) ⊆ I 使 f ′(x) = 0 在其內有唯一解 α，則 f(α) < 0 且 f(x) < 0, x ∈ (α, c)。

4. 設實函數 f : I → R 可導，若對某 a, b ∈ I 滿足 (a, b) ∈ I，f(a)f(b) < 0 且 f ′(x) 在

(a, b) 恆不變號，則 f(x) = 0 在 (a, b) 必有唯一解。

結合 2：若其導函數連續，「f ′(x) = 0 有唯一解 x = a(x = b 亦可)」可作為條件「f ′(x)

在 (a, b) 恆不變號」更嚴格的版本。

5. f : I → R 在 [a, b] ∈ I 可導且導數連續，若 f(a) = f(b) = 0 並且有唯一 c ∈ (a, b) 滿足

f(c) ̸= 0 為 f ′(x) = 0 在 [a, b] 內的唯一解，則 f ′(a)f ′(b) < 0 且對所有 x ∈ (a, b) 都有
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f(c)f(x) > 0(f(c) > 0 則開口朝下、f(c) < 0 則開口朝上)，而且，對所有 x ∈ (a, b)，

若 f ′(a) > 0 則 f(x) > 0、若 f ′(a) < 0 則 f(x) < 0。

6. 廣義伯努利不等式：若 x > −1：

• 若 r ≤ 0 或 r ≥ 1 則 (1 + x)r ≥ 1 + rx。

• 若 0 ≤ r ≤ 1 則 (1 + x)r ≤ 1 + rx。

等號成立於 r = 0, 1 或 x = 0。

(二)引理證明

1. f(x)可寫為 a(x−x1)(x−x2) · · · (x−xn), a > 0。當 n為奇，假設有某滿足 1 ≤ k ≤ n−1

的正整數 k 有 xk ̸= xk+1，若 xk < x < xk+1，則 x − x1, x − x2, ..., x − xk 為正、

x − xk+1, ..., x − xn 為負。若 n 是奇數，則只要 k 是奇數就有 f(x) > 0，並且若

x > xn 也成立，而如果如果 x1 = · · · = xn 則只要 x > xn 就有 f(x) > 0，所以

f(x) > 0 ⇐ x ∈ (xn,∞) ∪
(⋃n−1

2
k=1 (x2k−1, x2k)

)
。同理，只要 k 為偶，

f(x) < 0 ⇔ x ∈ (−∞, x1) ∪
(⋃n−1

2
k=1 (x2k, x2k+1)

)
。

不難看出，R−
(
(xn,∞) ∪

(⋃n−1
2

k=1 (x2k−1, x2k)
))

= (−∞, x1] ∪
(⋃n−1

2
k=1 [x2k, x2k+1]

)
= {x1, x2, ..., xn} ∪ (−∞, x1) ∪

(⋃n−1
2

k=1 (x2k, x2k+1)
)
，

可知 x ∈ R −
(
(xn,∞) ∪

(⋃n−1
2

k=1 (x2k−1, x2k)
))

⇒ f(x) ≤ 0，所以當 n 為奇時，引理 1

成立。同理當 n 為偶時，運用同樣的方法可證引理亦成立。如果 a < 0，則 −f(x) 就

是領導係數為正的多項式。

2. 不失一般性，假設 f(a) < u < f(b)，令 S = {x ∈ I : f(x) ≤ u}，a ∈ S 所以 S 非空，

b 是 S 的上界，根據實數完備性，S 有最小上界 c。若 f(c) < u，因為 f 連續，對 R

中每個 f(c) 的鄰域 V 而言，都存在 I 中 c 的鄰域 U 使得 f(U) ⊆ V。U 必包含 c，而

c 是 S 的最小上界，假設 f(c) > u，則 c 是 S 的極限點，U 與 S 有除 c 以外的交點，

因為 f(c) > u，取一實數 f(c) > r > u 和 V = (r,∞)，f(U) 中必有元素是 ≤ u 的，但

V 沒有，矛盾，因此 f(c) ≤ u。若 f(c) < u，因為 c 是 S 的最小上界，大於 c 的實

數都是 S 的上界所以 S 不包含所有大於 c 的實數。每個 c 的鄰域都必包含某些大於

c 的實數，因其不在 S 內，這些實數的函數值都 > u，此時取 r 滿足 f(c) < r < u 和

V = (−∞, r)，所有 c 的鄰域 U 的像都不是 V 的子集，矛盾。所以 f(c) = u，得證。

(注：默認 R 的拓撲為正常拓撲，定義 x 的鄰域為包含 x 的開集)

取 u = 0，只要 f(a), f(b) 異號就存在 c ∈ (a, b) 使得 f(c) = 0，既然 a(或者 b) 是 I 內
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f 的唯一零點，也就是說 (a, b) 內沒有 f 的零點，因為 f 連續，所以 f 在 (a, b) 只能

恆負或恆正。

3. f ′(x)是連續函數，[α, c] ⊆ I，f ′(c)大於零，所以根據中間值定理，(α, c)內 f ′(x) > 0。

f 在 (α, c) 內嚴格遞增，若有 x ∈ (α, c) 使 f(x) ≥ 0，則存在另一個實數 x1 滿足

x < x1 < c 使得 f(x1) > 0，但根據中間值定理，有 x2 ∈ (x1, c) 滿足

f(x1) > f(x2) > f(c) = 0，矛盾，因此所以對於所有 x ∈ (α, c)，f(x) < 0。

根據極限定義，f(α) = limx→α f(x) = limx→α+ f(x)，

∀ϵ > 0, ∃δ > 0 s.t. ∀x ∈ (α, c), 0 < x− α < δ ⇒ |f(x)− f(α)| < ϵ。

f(α) − ϵ < f(x) < f(α) + ϵ，若 f(α) > 0，可取一 ϵ 使 f(α) − ϵ > 0，矛盾；若

f(α) = 0，取一 y ∈ (α, c) 和 ϵ = |f(y)|，那麼不管 δ 是多少，只要 x ∈ (α, y) 就有

|f(x)| > |f(y)| = ϵ，矛盾。所以 f(α) < 0，證畢。

4. 根據中間值定理可證明零點存在性。f ′(x) 於 (a, b) 恆正或恆負 (不可能為零)，因此 f

嚴格單調，這確保了唯一性。

5. f ′(x) 分別在 (a, c) 和 (c, b) 內有恆正或恆負兩種可能。如果 f ′(x) 在 (a, c) 和 (c, b)

內皆正或皆負，則 f(a) ̸= f(b)，矛盾。假設 f ′(x) 在 (a, c) 為正，在 (c, b) 為負，則

f(c) > 0 且 f(x) 在 (a, b) 都大於 0，所以 f(c)f(x) > 0, ∀x ∈ (a, b)。f ′(a), f ′(b) 非

零且 f ′(x) 在 (a, c) 為正、在 (c, b) 為負，因此根據中間值定理 f ′(a) > 0, f ′(b) < 0，

f ′(a)f ′(b) < 0。f ′(x) 在 (a, c) 為負、在 (c, b) 為正的情況也同理。證畢。

6. 令 f(x) = (1+x)r − rx− 1，f ′(x) = r(1+x)r−1− r。若 r < 0或 r > 1，f ′(x) = 0只有

一解 x = 0，並且當 −1 < x < 0 時，f ′(x) < 0，而當 x > 0 時，f ′(x) > 0。f(0) = 0，

並且 f(x) 在 (−1, 0) 嚴格遞增、在 (0,∞) 嚴格遞減，因此 ∀ x > −1，f(x) ≥ 0 並且

等號只在 x = 0 成立。所以當 r < 0 或 r > 1，(1 + x)r ≥ 1 + rx。若 0 < r < 1，則

f ′(x) 在 (−1, 0) 為正、在 (0,∞) 為負，因此 (1 + x)r ≤ 1 + rx 且於 x = 0 等號成立。

若 r = 0, 1，則 1 = 1, 1 + x = 1 + x 等號成立。證畢。

(三)省略過程

令 a = 1− p0, b = 1− p1，可得：

x ≤ 1 ⇔ i2an + (n− i)2bn − (i2 + (n− i)2 − n2)anbn − n2aibn−i ≤ 0

令 f(a, b) = i2an + (n− i)2bn − (i2 + (n− i)2 − n2)anbn − n2aibn−i
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若 0 < a, b < 1，f(1, b) = 0 和 f(a, 1) = 0 皆有唯一解。

證明：

f(1, b) = (n2 − i2)bn − n2bn−i + i2

f(a, 1) = (n2 − (n− i)2)an − n2ai + (n− i)2

對兩者微分可得：

f ′(1, b) = n(n2 − i2)bn−1 − (n− i)n2bn−i−1

f ′(a, 1) = n(n2 − (n− i)2)an−1 − in2ai−1

利用引理 2、3，對於 0 < b < 1，f ′(1, b) = 0 有唯一解 b =
(
1 + i

n

)− 1
i，因為

f ′(1, 1) = ni(n − i) > 0, f(1, 1) = 0，所以當 (1 + i
n
)−

1
i ≤ b < 1 時 f(1, b) < 0，可以確

定 (1 + i
n
)−

1
i ≤ b < 1 時不會有解。

利用引理 4，當 0 < b < (1+ i
n
)−

1
i 時，因為 b = (1+ i

n
)−

1
i 是 f ′(1, b) = 0在 0 < b < 1時

的唯一解，所以 f ′(1, b) 恆不變號，而 f(1, 0) = i2 > 0, f(1, (1 + i
n
)−

1
i ) < 0，所以 f(1, b) = 0

在 0 < b < (1 + i
n
)−

1
i 必有唯一解。

同理可證，f(a, 1) = 0 在 0 < a < 1 必有唯一解。證畢。

若 a = c，0 < c < 1 為一個常數，則 f(c, b) = 0 在 b > 0 時有唯二相異解 g(c) < h(c)

且 f(c, b) ≤ 0 ⇔ g(c) ≤ b ≤ h(c)。同理，若 b = c，0 < c < 1為某常數，則 f(a, c) = 0

在 a > 0 時有唯二相異解 g(c) < h(c) 且 f(a, c) ≤ 0 ⇔ g(c) ≤ a ≤ h(c)。

證明：

f(c, b) = (cnn2 + (1− cn)(n− i)2 − cni2)bn − n2cibn−i + i2cn

f ′(c, b) = n(cnn2 + (1− cn)(n− i)2 − cni2)bn−1 − n2(n− i)cibn−i−1

f ′(c, b) = n(cnn2 + (1− cn)(n− i)2 − cni2)bn−1 − n2(n− i)cibn−i−1 = 0

⇒ bi =
nci

cn(n+ i) + (1− cn)(n− i)

取正數解，令 d =

(
nci

cn(n+ i) + (1− cn)(n− i)

) 1
i

，則：

f(c, d) = dn−i(n(n− i)ci − n2ci) + i2cn = i2cn − nidn−ici

已知：

dn−i =

(
n

n+ (2cn − 1)i

)n−i
i

cn−i

• 若 cn ≤ 1

2
，則 dn−i ≥ cn−i，f(c, d) ≤ icn(i− n) < 0。

• 若 cn >
1

2
，根據引理 (六)：

n

n+ (2cn − 1)i
> 1− (2cn − 1)

i

n
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– 當 n ≥ 2i 時，因為 (2cn − 1)
i

n
< 1，根據引理 (六)：

(
1− (2cn − 1)

i

n

)n−i
i

> 1− (2cn − 1)
n− i

n
> 1− n− i

n
=

i

n

所以

f(c, d) = i2cn − nidn−ici = icn(i− n

(
n

n+ (2cn − 1)i

)n−i
i

) < icn(i− n
i

n
) = 0

– 當 i < n < 2i 時：

考慮函數 g(x) = x− 2x−1，明顯 x = 1, 2 為 g(x) 的兩個零點；

g′(x) = 1− 2x−1 ln 2，其有唯一零點 x = log2

1

ln 2
+ 1。

因為 ln 2− 1

2
=

∑∞
n=3

(−1)n−1

n
> 0 且 2 < e，

所以
1

2
< ln 2 < 1 ⇒ 1 < log2

1

ln 2
+ 1 < 2，又 g′(1) = 1 > 0、

g′(2) = 1− 2 ln 2 < 0，根據引理 5，g(x) > 0，因此在 1 < x < 2 時 x− 2x−1 > 0。

因為 1 <
n

i
< 2，2

n−i
i <

n

i
，

1

2
n−i
i

>
i

n
，所以：

1

2
n−i
i

>
i

n
⇒ i− n

1

2
n−i
i

< 0

因為 (2cn − 1)
i

n
< 1，所以：

i− n

(
n

n+ (2cn − 1)i

)n−i
i

< i− n
1

2
n−i
i

< 0

∴ f(c, d) = i2cn − nidn−ici = icn(i− n

(
n

n+ (2cn − 1)i

)n−i
i

) < 0

綜合以上討論得 f(c, d) < 0。

因為 f(c, 0) = i2cn > 0，且當 b =
n

n− i
di > di 時 f(c, b) = i2cn > 0，又 d 為 f ′(c, b) = 0

在 b > 0 的唯一解且 f(c, d) < 0，利用引理 2、4，可得在 b > 0 時對於任意 0 < c < 1，

f(c, b) = 0 必有兩根。取較小根為 0 < g(c) < d 及較大根為 h(c) > d。因為 f(c, d) < 0，根

據引理 5，f(c, b) ≤ 0 ⇔ g(c) <≤ b ≤ h(c)。

欲證 a = c 的情況只要將 i 改為 n− i 即可。證畢。

(n + i)n−i <
nn

ii
,n > i, n, i ∈ R+

證明：考慮函數 f(x) = xx(n+ x)(n−x) − nn 及 g(x) =

(
x

n+ x

)n+x

，0 < x < n

f ′(x) = xx(n+ x)n−x−1((n+ x) ln x

n+ x
+ 2n)
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g′(x) =

(
x

n+ x

)n+x (
n

x
− ln n+ x

x

)
因為 y = x 恰為 ln(x + 1) 的切線，根據對數函數的凹向下性，對於所有非零實數都有

x− ln(x + 1) > 0，所以對 0 < x < n 中的所有 x 都有 g′(x) > 0。g(x) 在 0 < x < n 嚴格遞

增，即對 0 < x1, x2 < n，g(x1) = g(x2) 只在 x1 = x2 成立。

(n + x) ln x

n+ x
+ 2n 在 x → 0 時發散於負無窮、在 x = n 時其值為 2n(1 − ln 2) > 0，

根據引理 2 可知 (n + x) ln x

n+ x
+ 2n = 0 必有解。若 (n + x1) ln x1

n+ x1

+ 2n = (n +

x2) ln x2

n+ x2

+ 2n，根據前述這只在 x1 = x2 發生，所以 f ′(x) = 0 在 0 < x < n 的解存在且

唯一。

根據引理 5，f(n) = 0 且 limx→0+ f(x) = 0，而 limx→0+ f ′(x) < 0，

所以 f(x) < 0, 0 < x < n。證畢。

βi 嚴格遞增

令 αi = α(i), βi = β(i)，將 f(1, β(i)) = 0 對 i 微分得：

−2iβn(i) + 2i+ n(n2 − i2)βn−1(i)β′(i)− n2(n− i)βn−i−1(i)β′(i) = 0

β′(i) =
−2iβn(i) + 2i

n2(n− i)βn−i−1(i)− n(n2 − i2)βn−1(i)
=

2i(1− βn+1(i))

ni2 − n2iβn−i(i)
> 0

所以 β(i) 嚴格遞增。
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