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摘要 

 
在數學思考這本書中，提到一個關於矩形對角線的問題：「方格紙上畫一個三格乘五格

的長方形，並且連起一條對角線，有多少方格和對角線接觸﹖」本篇研究除了將邊長為正

整數之矩形的情形一般化外，同時也將結論推廣至邊長為實數之矩形，更近一步地將對角

線推廣至有寬度的「線」，並導出有系統且漂亮的規則與一般式。除此之外，我們更利用將

立體空間問題轉換成平面模式的方式，將二維的情形推廣到三維空間之情形，並且由對角

直線延伸出任意曲線的解題原理。 
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壹、研究動機 

  某天，在數學課中，老師丟給我們一個問題：「一個長為 5、寬為 3 的矩形，內部分割成 15 個

單位方格，則其對角線會經過幾個方格？你如何將這個問題推廣成一般情形呢？」這個問題讓我們

聯想到每當颱風來襲時，氣象台都會播放一張颱風路徑圖以及其暴風圈掃過的區域範圍以便發布警

戒區域，這引起了我們繼續追尋答案的動機。此外，我們可利用高中課程中「數與座標系」、「空間

中的直線與平面」、「圓與球面」、「圓錐曲線」、「二階方陣所對應之平面變換」等單元之概念來解題。 
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貳、研究目的 

一、探討平面上 m×n 的方格圖中，對角線所經過的格子數(由 Nnm ∈, 的情形推廣到 +∈Qnm, 的情

形，最後整理出 +∈ Rnm, 之一般情形)。 

二、探討平面上 m×n( Nnm ∈, )的方格圖中，寬度為 2r 之對角線所經過的方格數。 

三、探討空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，對角線所經過的立方格數。 

四、探討空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，寬度為 2r 之對角線所經過的立方格數。 

五、探討空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，球體半徑 r，球心在對角線移動所經過之立方格

數。 

參、研究設備與器材 
  電腦、紙、筆、動態幾何軟體(GSP) 

肆、研究過程與方法 

  在著手研究這個問題之前，我們先給 m×n 的方格圖一個明確的定義： 

【定義】在方格紙中，以格子點為一頂點，取長為 m 寬為 n 的矩形，則此種內部被分割為數

個完整或不完整單位正方格之矩形，我們稱為 m×n 的方格圖。 

例如：5×3 之方格圖 
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我們先從 Nnm ∈, 的情形開始著手。 
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剛開始接觸這個問題時，我們毫無頭緒，因此用最土法煉鋼的方法從最小方格圖 1×1 開始討

論，想從其中找尋到漂亮的規則，不失一般性，我們只討論了 nm ≥ 的情形。 

 
 

 

 
  

 

   

１×１ 通過１格 ２×１ 通過２格 ３×１ 通過３格 

 

 

 

  

  

 
   

   

 
    

    

２×２ 通過２格 ３×２ 通過４格 ４×２ 通過４格 

當畫２×２和４×２的圖時，我們發現它們的對角線會碰到格子間的十字交點，也就是格子點。

２×２的圖是由兩個１×１的圖所構成；４×２的圖是由兩個２×１的圖所構成。 

由以上幾個例子看，我們可歸納出，m×n( Nnm ∈, )的方格圖中，對角線所經過的格子數似乎

是 m+n-(m,n)，我們試過好幾個 m,n 值都剛剛好是對的。當然，這樣的結論是需要更嚴謹的去說明

與驗證的，於是我們試著用數學理論來堅定我們的推測是正確的。 

一、m×n( Nnm ∈, )的方格圖 

我們觀察到，所有 m×n 的方格圖中，可以分成兩大類型，一為(m,n)=1 的情形(即 m,n 互質)，

此情形的對角線不會通過方格圖內部任何一個格子點。另一種形式為(m,n)=d, 1≠d 的情形(即 m,n 不

互質)，這種情形的對角線會碰到方格圖內部的格子點。以下我們就此兩種情形分別討論。 

定理一：m×n( 1),(,, =∈ nmNnm )的方格圖中，對角線所經過的格子數為 m+n-1 個。 
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【證明】 

（一）首先，我們得說明：爲什麼當(m,n)=1 時，其對角線不會通過方格圖內部的格子點呢﹖ 

這個證明，其實只要運用到我們高一所學到的反證法就可以解決了。 
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如圖，在 m×n( 1),(,, =∈ nmNnm )的方格圖中，若將其座標化，以 O 為原點，則對角線方程

式為
ny x
m

= 。假設對角線
ny x
m

= 會通過方格圖內部格子點 0 0( , )x y ，其中 00 x m< < , 

00 y n< < ， Nyx ∈00 , ，則 0 0 0 0
ny x my nx
m

= ⇒ = ，但 ( , ) 1m n =∵  0m x∴ →←故得證。 

（二）接下來，我們就來說明 m+n-1 的公式由來。 

由圖可知，當對角線由(0,0)到(m,n)的過程中，與每一鉛直線(除 x=m 外)必定都恰會有一個交

點，即與 x=0,x=1,x=2,⋯,x=m-1 分別交於 0 1 1, , , mP P P −" (除 0P 外其餘均非格子點)，因此

0 1 1, , , mP P P −" 的右方(對 0P 而言為右上方)的小方格 0 1 1, , , mA A A −" (共 m 個)必會被對角線所經

過。同理，對角線與每一水平線(除 y=n 外)也必定都恰會有一個交點，即與

y=0,y=1,y=2,⋯,y=n-1 分別交於 0 1 1, , , nQ Q Q −"  (除 0Q 外其餘均非格子點)，因此 0 1 1, , , nQ Q Q −" 的

上方(對 0Q 而言為右上方)的小方格 0 1 1, , , nB B B −" (共 n 個)必會被對角線所經過。很顯然的，

除了 0 0A B≡ (重合)外，對於 ,i j∀  ( 1,2, , 1i m= −" 、 1,2, , 1j n= −" )，方格 iA 均不會與方格 jB
重合。故 m×n ( 1),(,, =∈ nmNnm )的格子圖中，對角線所經過的格子數為 m+n-1。 

例如：5×3 之方格圖共會經過 5+3-1=7 個格子。 
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定理二：m×n( 1,),(,, ≠=∈ ddnmNnm )的方格圖中，對角線所經過的格子數為 m+n-d 個 
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【證明】 

（一）說明：當(m,n)=d, 1≠d 時，對角線會通過方格圖內部格子點。 
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很顯然的，當(m,n)=d 時，可令 m=dh,n=dk,其中(h,k)=1，則對角線方程式為 x
h
kx

m
ny == ，其

通過內部格子點(h,k),(2h,2k),⋯,((d-1)h,(d-1)k)。 

（二）由圖，m×n 方格圖中，(m,n)=d 的情形可將其分割成 d 個
d
n

d
m
× (其中 1, =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

d
n

d
m

)的方格圖來

討論。由【定理一】知，每一個
d
n

d
m
× 方格圖對角線會經過 1m n

d d
+ − 個格子，因此 m×n 方

格圖之對角線共經過 d( 1m n
d d
+ − )=m+n-d 個格子。 

例如：6×4 的方格圖中，其對角線會通過 6+4-(6,4)=8 個格子。 
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事實上，在【定理二】中，若 d=1，便是【定理一】的情形，因此我們可以修正定理二的公式

如下： 

定理一、二之結論：m×n( dnmNnm =∈ ),(,, )的方格圖中，對角線所經過的格子數為 m+n-d 個 

※ 由定理一與定理二的結論我們可以發現，這個問題根本就是排容原理，對角線所經過的格數

為：number(對角線與水平線交點)＋number(對角線與鉛直線交點)－number(對角線同時與水平

線、鉛直線相交之交點) 

注意:該式子之水平線與鉛直線不含方格圖之上界與右界(即圖中之 x=m,y=n) 。 

二、m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖 

  我們輕易的解決了老師給我們的問題，然而，我們並不因此而滿足，我們將問題更加以延伸，

當 ,m n Q+∈ 時，那麼 m×n 的方格圖中，對角線所經過的格子數是多少呢？與 ,m n N∈ 的情形是否有

相關呢？這都是我們很有興趣知道的。 

  有了之前經驗，我們還是將其分成對角線經過內部格子點與不經過內部格子點兩種情形來討

論。 

  為了方便我們表達公式，在此先定義兩個函數如下： 

【定義】1. [ ]x ：小於或等於 x 之最大整數，如[ ]2 2= ，[ ]3.5 3= 。 

2. ⎡ ⎤x ：大於或等於 x 之最小整數，如 2 2=⎡ ⎤⎢ ⎥ ， 3.5 4=⎡ ⎤⎢ ⎥ 。 

第一種情形：對角線不過內部格子點 

定理三：m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖中，若
p
q

m
n
= ，其中 Nqp ∈, 且 p,q 互質，則當 mp ≥ 時，對角

線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 個。 
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【證明】 

（一）說明：當 mp ≥ 時，對角線必不會通過方格圖內部格子點。 

將方格圖座標化，以 O 為原點，則對角線斜率為
m
n
，若

p
q

m
n
= ，其中 Nqp ∈, 且 p、q 互質，

則對角線方程式為
qy x
p

= ，通過最小正整數格子點(p,q)，故當 mp ≥ 時，對角線必不會過內

部格子點。 

（二）由圖可知，當對角線由(0,0)到(m,n)的過程中，與每一鉛直線(除 x=m 外)必定都恰會有一個交

點，即與 x=0,x=1,x=2,⋯,x= ⎡ ⎤ 1−m 分別交於 ⎡ ⎤ 110 ,,, −mPPP "  (除 0P 外其餘均非格子點)，（注意:

此處為什麼不取到 x= [ ]m 呢?因為當 Nm∈ 時，x=m 上的交點(m,n)恰為邊界上的格子點，而

此點並不列入計算。）因此 ⎡ ⎤ 110 ,,, −mPPP " 的右方(對 0P 而言為右上方)的小方格 ⎡ ⎤ 110 ,,, −mAAA "
會被對角線所經過。同理，對角線與每一水平線(除 y=n 外)也必定都恰會有一個交點，即與

y=0,y=1,y=2,⋯,y= ⎡ ⎤ 1−n 分別交於 ⎡ ⎤ 110 ,,, −nQQQ " (除 0Q 外其餘均非格子點)，因此

⎡ ⎤ 110 ,,, −nQQQ " 的上方(對 0Q 而言為右上方)的小方格 ⎡ ⎤ 110 ,,, −nBBB " 必會被對角線所經過。很

顯然的，除了 0 0A B≡ 外，對於 ,i j∀ ( ⎡ ⎤ 1,,2,1 −= mi " 、 ⎡ ⎤ 1,,2,1 −= nj " )，方格 iA 均不會與

方格 jB 重合。故 m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖中，對角線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 。 

例如：
10
23

10
37

× 之方格圖其對角線會通過 61341
10
23

10
37

=−+=−⎥⎥
⎤
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第二種情形：對角線會通過內部格子點 

定理四：m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖中，若
p
q

m
n
= ，其中 Nqp ∈, 且 p、q 互質，則當 mp < 且 p  m

時，對角線所經過的格子數為 1mm n
p

⎡ ⎤
+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
個。當 p<m 且 mp ，即 Nnm ∈, 的情

形，對角線所經過的格子數為 m+n-(m,n)個。 

Y

X

(m,n)n

m

 

【證明】 

  如【定理三】之證明(一)，若
p
q

m
n
= ，其中 Nqp ∈, 且 p,q 互質，則當 mp < 時，對角線會通過

內部格子點。如圖，我們可以把 m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖拆成兩大部分。 

  第一部分為 )','('' Nnmnm ∈× 的方格圖，由
m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

個 p×q 方格圖所組成，我們可以利用【定理一】

的結論知，共會經過
m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

×(p+q-1)個格子。第二部份為 )'',''('''' +∈× Qnmnm 的方格圖，即為(m-p
m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

)

×(n-q
m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

)的方格圖，我們可利用【定理三】的結論知，共會經過

1 1m m m mm p n q m p n q
p p p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + − − = − + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎢ ⎥
個方格。則 m×n( ,m n Q+∈ )的方格圖中，

若對角線通過內部格子點，對角線所經過的格子數為 

m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

×(p+q-1)+ 1m mm p n q
p p

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
− + − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
= 1mm n

p
⎡ ⎤

+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

個。 

注意：當 mp 時，並無第二部份，因此公式只有
m
p

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

×(p+q-1)=m+n-(m,n)。 
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例如：
57 38
5 5
× 之方格圖其對角線會通過

57
57 38 5 1
5 5 3

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦

＝１６個格子。 
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三、m×n( ,m n R+∈ )的方格圖 

顯然的，以上的結論在 +∈ Rnm, 的條件下依然可成立。(證明與定理一~四相似) 

推廣：m×n( +∈ Rnm, )的方格圖中， 

(一) 若 Q
m
n
∉ 時，對角線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 個 

(二) 若
n Q
m
∈ ，即

n q
m p
= ，其中 Nqp ∈, 且 p,q 互質， 

(1)當 mp ≥ 時，對角線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 個；特別的是，當 p=m 時，即

,m n N∈ 且(m,n)=1，則角線所經過的格子數為 m+n-1 個。 

(2)當 mp < 且 p  m 時，對角線所經過的格子數為 1mm n
p

⎡ ⎤
+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
個。 

(3)當 p<m 且 mp ，即 Nnm ∈, 的情形，則對角線所經過的格子數為 m+n-(m,n)個 

   事實上，我們發現，無論 ,m n值為何，其所導出的公式均與 number(對角線與水平線交點)＋

number(對角線與鉛直線交點)－number(對角線同時與水平線、鉛直線相交之交點)的原理相同，而這

樣的原理其實不只針對直線所經過的方格可處理，甚至任意的函數曲線所經過的方格數，亦可同理

推導。 

解題原理:在方格圖中，設曲線 y=f(x)在閉區間[a,b]為一連續嚴格遞增(遞減)函數且 a Z∈ ，則

number(曲線在[a,b]經過的方格)=number(曲線與[a,b)間水平線交點)＋number(曲線與[a,b)

間鉛直線交點)－number(曲線同時與[a,b)間水平線、鉛直線相交之交點)。 

例如： 
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1. 在 6×12 的方格圖中，曲線 21
3

y x=  2. 在 6×13 的方格圖中，曲線 21 1
3 2

y x= +  

x

y

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12 (6,12)

(3,3)

(0,0)  x

y

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13
(6,12.5)

(0,0.5)

(0,0)  

經過 6+12-2=16 個方格 經過 6+12-0=18 個方格 

   由此可知，任何一個函數曲線 y=f(x)，我們都可將其分割成數個嚴格遞增或嚴格遞減(monotone)

的區間，利用上述解題原理，求出其在某個區域範圍內所經過之方格數，而其通過格子點個數為數

論的範疇，在此不予討論。 

做到這兒，讓我們聯想到氣象預報時的颱風路徑圖與暴風半徑，假設將某個矩形區域分割成單

位方格(比如地球的經線、緯線)，颱風中心的路徑恰為整區域之對角線時，有多少個方格區域會被

暴風圈掃到呢﹖這個問題其實就是將原始問題的直線推廣至有寬度的直線，而直線的寬度恰為此颱

風暴風圈之直徑。這讓我們很有興趣繼續找尋有寬度直線所掃過格子數的漂亮規則。 

  首先，我們先討論 m×n( Nnm ∈, )的方格圖中(m,n)=1 的情形，並先探討寬度為 1 的直線。我們

利用 GSP 數學幾何軟體做出 m×n(m、n N∈ ，1 5m≤ ≤ 、1 9n≤ ≤ )的方格圖，並且做成表格，以便

我們來觀察規律。不失一般性，我們只討論 nm ≥ 的部份。 

發現一：格子點與格子數的關係 

  我們已經知道，在 m×n 的方格圖中，其對角線所掃過的格子數為 m+n-(m,n)，因此，我們就由

此公式出發，想找出直線加寬時對掃過格子數的變化與影響。我們很驚奇的發現，當慢慢的將直線

寬度加寬的過程中，每多通過一個格子點，就會多掃出ㄧ個格子數，於是我們大膽猜測，答案必定

與直線內部的格子點總數脫離不了關係。 

  

(7,6)

T

6

76

5

4

L1L
L2

X

Y

A0(0,0) 54

3

2 3

2

1

1

A6

A5

A4

A3

A2

A1
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以 7×6 的方格圖(如圖)為例，L 為其對角線， 1L 、 2L 為半徑為
2
1
的圓所掃出區域之上下界，L

本身所經過的格子數為 7+6-(7,6)=12，而直線 L 與 1L 間的格子點共有四個，所以會多掃出 4 個格子。

且 L 與 2L 之間的區域與 L 與 1L 間區域全等，因此寬度為
2
1
的直線所掃過的格子數共 12+4×2=20 個。 

發現二：當對角線向下平移時，格子點增加的頻率一定 

  一樣以上圖 7×6 的方格圖為例，若我們將圖形座標化，並以 0A 為原點，則對角線 L 的方程式

為:y=
7
6
x。圓 C：

4
122 =+ yx ，則 1L 可視做平行對角線且與圓 C 相切之切線，由圓之切線公式得知，

1L 之方程式為
14
85

7
6

7
61

2
1

7
6 2

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= xxy ，也就是 1L 為 L 向下平移

14
85

而得。於是我們利用

我們電腦所做出的圖形，慢慢將對角線向下平移，觀察其通過格子點的時機。不難發現，L 與各鉛

直線的交點分別為 0A (0,0)、 1A (1,
7
6
)、 2A (2,

7
12

)、 3A (3,
7

18
)、 4A (4,

7
24

)、 5A (5,
7
30

)、 6A (6,
7
36

)。而

在這些點下方且與其距離最近的格子點之距離分別為
7
7
、

7
6
、

7
5
、

7
4
、

7
3
、

7
2
、

7
1
，形成一組間隔

7
1
的數列，也就是說，每當 L 向下平移

7
1
時，L 與 1L 之間內部區域就會多一個格子點，而

7
5

14
85

7
4

≤< ，因此 L 與 1L 間的格子點共有四個，亦即多掃出 4 個格子。我們相信，利用這樣的性

質我們一定有辦法推導出ㄧ個完美公式並且加以證明。 

 

引理： Nnm ∈, ，且(m,n)=1，若 ii rmqin += ， mri <≤0 ，其中 { }0,1, , 1i m∈ −" ， 

則{ } { }0 1 2 1, , ,..., 0,1, 2,..., 1mr r r r m− = − 。 

【證明】令 ii rmqin += ， jj rmqjn += ， ji ≠∀  

要證明{ } { }0 1 2 1, , ,..., 0,1, 2,..., 1mr r r r m− = − ，只需證明 ji rr ≠  

假設 ji rr = )()( jiji qqmjinmqjnmqin −=−⇒−=−⇒  

( , ) 1m n =∵ ( )m i j∴ −   但 i j≠ 且0 1i j m< − ≤ −   →←   故 ji rr ≠   得證。 

 

定理五：m×n( , , ( , ) 1m n N m n∈ = )的方格圖中，對角線寬度為 2r(
2 2

mnr
m n

≤
+

)，若

k< 22 nmr + 1+≤ k ， { }0∪∈ Nk ，則對角線所經過的方格數為 

m+n-1+2(k-
0

k
m

l

k k lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )個。 
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半徑=r

L2

L

L1

X

Y

Am-1

Am

A4

A3

A2

A1

A0

(m,n)

(0,0) 54

3

2 3

2

1

1

n-1

m-1

n

m

 

【證明】 

如圖，m×n 之方格圖，L 為其對角線， 1L 、 2L 為半徑為 r 的圓 C 所掃出區域之上下界，令 L

與 1L 間區域為 1S ，L 與 2L 之間的區域為 2S ， 1S 、 2S 全等。由【定理一】知，L 所通過之方格數為

m+n-1。 

將圖形座標化，並以 0A 為原點，則 L 的方程式為：y=
m
n

x。圓 C： 2 2 2x y r+ = ，則 1L 、 2L 可

視做平行對角線且與圓 C 相切之兩條切線，因此，由圓之切線公式得知， 1L 、 2L 之方程式為

2 2 2

1n n n r m ny x r x
m m m m

+⎛ ⎞= ± + = ±⎜ ⎟
⎝ ⎠

。由於 1S 、 2S 全等，因此我們只需要討論其中一個區域 1S 所

包含的格子點個數即可。我們觀察到， 1L 為 L 向下平移
2 2r m n
m
+

而得，而當 L 向下平移的過程中，

會隨著平移量的增加而增加掃過的格子點個數。L 與各鉛直線(除 x=m 外)的交點分別為

0A (0,0), 1A (1,
m
n

), 2A (2,
m
n2
), 3A (3, 

m
n3
), ⋯⋯, 1mA − (m-1,

( 1)m n
m
−

)。由除法原理知  i iin mq r= +   

0 ir m≤ < 其中 { }0,1, 2, , 1i m∈ −" ，即 iA 向下 ir
m

單位會遇到第一個格子點( { }0,1, , 1i m∈ −" )，又由引

理知{ } { }0 1 2 1, , ,..., 0,1, 2,..., 1mr r r r m− = − 。因此，直線 L 每向下平移
m
1

即會多掃出ㄧ個格子點。故當

m
k

m
nmr

m
k 122 +

≤
+

< ( { }0∪∈ Nk )， 1S 區域(不含 x=m 與 1L )會包含(k+1)個格子點(包含原點 0A )，

也就是說，當 2 2 1k r m n k< + ≤ + 時， 1S 共會多經過(k+1)個方格。但是 x 軸下方的部份不能納入計

算，因此必須扣除。因為 1L 與 x 軸的交點為(
2 2r m n
n
+

,0)和 y 軸的交點為(0,
2 2r m n
m
+

− )，已知
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2 2 1k r m n k
m m m

+ +
< ≤ ，因此在

0
1
0

x
x
y

≥⎧
⎪ ≤⎨
⎪ ≤⎩

區域內需扣除 1+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
m
k

個方格數。又 1L 與 y=-1 交於

(
n

mnmr −+ 22

,-1)，與 y=-2 交於(
n

mnmr 222 −+
,-2)，⋯⋯，且與 y=

k
m
⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦

交於

(
n

m
m
knmr ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−+ 22

,
k
m
⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦

)，因此必須再扣除

0

2
k
m

l

kk m
k k m k m k lmm
n n n n n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

⎡ ⎤⎡ ⎤−⎢ ⎥⎢ ⎥− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦⎢ ⎥+ + + + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∑"" 個格子。 

故平行四邊形區域 21 SS ∪ 共經過 m+n-1+2(k+1)個格子，再扣除上下兩塊超出範圍部分得，寬度為

2r 的直線所經過的方格數為 m+n-1+2(k+1)-2(
0

1

k
m

k

k k lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )=m+n-1+2(k- ∑
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

=
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ m

k

k n
lmk

m
k

0
)。 

例如：11×6 的方格圖中，取對角線寬度為 4(r=2)， 2 22 11 6 25.06× + =∵ ， 25k∴ = ，故寬度為 4 的

對角線經過的格子數為 11+6-1+2×(25－

25
11

0

25 25 11
11 6l

l
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )=50。 

放大10倍

S2

S1

A11
A10

A9

A8

A7

A6

4

5

6 1110987

6

X

Y

A5

A4

A3

A2

A1

A0

(11,6)

(0,0) 54

3

2 3

2

1

1

 

定理六：m×n( dnmNnm =∈ ),(,, )的方格圖中，對角線寬度為 2r(
22 nm

mnr
+

≤ )，若

2 2

1d d
r m nk k

d
+

< ≤ + ， { }0dk N∈ ∪ ，則對角線所經過的方格數為

m+n-d+ 2 ( 1)dd k + -2(
0

1

ddk
m

d d

l

dk dk lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )個。 



 14

(m,n)
T2

T1

Sd

S2

S1

n

m

Y

X
(0,0)

 

【證明】 

  由圖知，m×n 方格圖中，(m,n)=d 的情形可將其分割成 d 個
d
n

d
m
× (其中 1, =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

d
n

d
m

)的方格圖來

討論。我們發現，直線內部區域可視作為 d 個全等平行四邊形區域(令為 1 ~ dS S )扣除上下兩三角形

區域(令為Ｔ１、Ｔ２)所組成。 

  由【定理五】之證明過程知，在
d
n

d
m
× 的方格圖中，若 dk <

2 2m nr
d d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1+≤ dk  

( { }0dK N∈ ∪ )，即
2 2

1d d
r m nK K

d
+

< ≤ + ，每個平行四邊形區域 ( 1,2, , )iS i d= " 所經過的格子數

為 1 2( 1)d
m n k
d d
+ − + + ，每個三角形區域 1 2,T T 所經過的方格數為

0

1

ddk
m

d d

l

dk dk lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ 。因此寬度

為 2r 的對角線所掃過的方格數為 d×( 1 2( 1)d
m n k
d d
+ − + + )-2(

0

1

ddk
m

d d

l

dk dk lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )＝

m+n-d+ 2 ( 1)dd k + -2(
0

1

ddk
m

d d

l

dk dk lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )。 

例如：１２×８的方格圖中，取對角線寬度為 4(r=2)，

(12,8) 4=∵ ，
2 22 12 8 7.211
4
+

= ， 7dk∴ = ，      

故寬度為 4 的對角線經過的格子數為      

12+8-4+2×4×(7+1)-2(

4 7
12

0

4 7 4 7 12
12 8

l

l
×⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

=

× × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )=64。 

T2

T1

S4

S3

S2

S1

8

7

6

5

121110987

4

6

(12,8)Y

X
(0,0) 54

3

2 3

2

1

1
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 對於這樣的漂亮公式的出爐，真是振奮人心，讓我對於這個研究主題充滿了繼續研究下去的濃

厚興趣，於是決定挑戰空間中的立方格圖。 

問題：空間中 m×n×l( ),, Nlnm ∈ 的立方格圖中，對角線共會經過幾個立方格？ 

猜測：如同平面上 m×n( Nnm ∈, )之情形，我們猜測空間中 m×n×l( ),, Nlnm ∈ 的立方格圖也與排容

原理脫離不了關係，會是 m+n+l-(m,n)-(n,l)-(m,l)+(m,n,l)嗎？這當然需要更進一步的去驗證！ 

  如同平面的過程，我一樣先從 1×1×1 的立方格圖開始逐漸增加 m、n、l 的值來找答案，然而，

在沒有任何工具的幫助下，想要想像立體空間的狀況實在是相當困難，於是我找老師討論，尋求是

否有工具可以幫助我們來看三度空間的幾何問題。老師從網路上（阿壽工坊）下載了 GSP 軟體的

立體座標系，這個軟體讓我對三度空間裡的立方格及其對角線的分佈與變化，能更簡單的觀察。 

首先，我們先討論(m,n,l)=1 的情形，利用 GSP 軟體作一 4×3×5 的立方格圖，如下圖一： 

X

Y

Z

1

2

3

4

5

32
1

32
14

4,3,5( )

A

P

B

O

  
X

Y

Z

1

2

3

4

5

32
1

3
2

14

(4,3,5)P

B

A

O

 

       （圖一）                   （圖二） 

如（圖一），我們發現，對角線OP 其實會落在 xy
4
3

= 的平面上，因此我們只要觀察 xy
4
3

= 平

面上OP 與各立方格的交集狀況(圖二)。如(圖三)，OP 在 xy 平面的投影就是OA，而OA是 xy 平面

上 4×3 的方格圖之對角線。 



 16

M1

M2

M3

M4

L1 L2
L3 L4 L5

Z

5

4

3

2

1

(4,3,5)

Y

3214
3

1
2

X

Q4P5

P4

Q3P3

Q2P2

P1

Q1

A5
A4A3

A2A1

P

B

A

O

（圖三） 

此外，OA與 4×3 之方格圖的橫線與直線共交出 5 個點 54321 ,,,, AAAAA ，將OA分成 6 個線段，.

過這五點作出垂直於 xy 平面的直線 54321 ,,,, LLLLL ，且平面 z=1,z=2,z=3,z=4 與平面 xy
4
3

= 分別

交出直線 4321 ,,, MMMM ，則四邊形 OAPB 共被分割成 6×5 個大小不等的格子，而對角線OP 與

每條水平線( ,OA 4321 ,,, MMMM )交 5 個點( ),,,, 4321 QQQQO ，與每條鉛直線(OB , 54321 ,,,, LLLLL )

交於 6 個點( ),,,,, 54321 PPPPPO ，這 11 個點除了 O 點重複外其餘均不重複，因此，對角線OP 在

OAPB 內部共通過 10 個格子，則 10 即為其所通過的立方格數。 

為什麼呢？解釋如下： 

  因為對角線OP 其實就是四邊形 OAPB 之對角線，而 1 2 3 4 5, , , ,P P P P P 是在區分OP 投影到 xy 平面時

所落在的方格位置，比如 1OP 在 xy 平面的投影為 1OA ，代表 1OP 會落在第一行第一列的正上方的

立方格，而 4321 ,,, QQQQ 是在區分其所在層數，如 1OP 又可分成 111, PQOQ 兩線段，其中 1OQ 代表

其落在第一行第一列第一層的立方格中，而 11PQ 代表落在第一行第一列第二層的立方格中，以

此類推。故OP 在四邊形 OAPB 每經過一個格子就代表在立體空間中經過一個小立方格。 

我們很驚喜的發現，10 這個答案竟然與我們猜測的公式 4+3+5-(4,3)-(3,5)-(4,5)+(4,3,5)=10 不謀而

合，為了更謹慎，我們再找一個不互質的例子！ 

作 4×3×6 之立方格圖如下圖四： 
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（圖四）         （圖五） 

  如(圖四)，與 4×3×5 之情形相同，對角線OP 落在 xy
4
3

= 的平面上，因此我們只要觀察 xy
4
3

=

平面上OP 與各立方格的交集狀況(圖五)。 
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  如上圖六，OA與 4×3 之方格圖之橫線與直線交出 5 個點 54321 ,,,, AAAAA ，將OA分成 6 個線段，

過這五點作出垂直於 xy 平面的直線 54321 ,,,, LLLLL ，平面 z=1,z=2,z=3,z=4,z=5 與平面 xy
4
3

= 分別交

出直線 54321 ,,,, MMMMM ，則四邊形 OAPB 共被分割成 6×6 個格子，而對角線OP 與每條水平線

( ,OA 54321 ,,,, MMMMM )共交 6 個點( ),,,,, 54321 QQQQQO ，與每條鉛直線(OB , 54321 ,,,, LLLLL )交於

6 個點( ),,,,, 54321 PPPPPO ，我們發現，這 12 個點有 4 個點重複( 2 2 3 3 4 4, , ,O P Q P Q P Q≡ ≡ ≡ )，因此，

對角線OP 在 OAPB 內部共通過 8 個格子，則 8 即為其所通過的立方格數。 

沒錯，帶入我們猜測的公式中，4+3+6-(4,3)-(3,6)-(6,4)+(4,3,6)=8。這讓我們更加堅定公式的正確

性，且我們也認為這個公式必定可以以排容原理的觀點來解釋。 

做完了以上這兩個例子，我們有了幾個重大發現： 

一、以(圖六)為例，在OP 上， 54321 ,,,,, QQQQQO 是用來區分層數，而 54321 ,,,,, PPPPPO 是用來區分

投影到 xy 平面所在方格位置。即OP 與每條水平線( ,OA 54321 ,,,, MMMMM )之交點

( 54321 ,,,,, QQQQQO )代表OP 與每個橫面(平行 xy 平面)的交點(共 6 個)，也就是說交點之上方

立方格必會被OP 通過；同理，OP 與每條鉛直線(OB , 54321 ,,,, LLLLL )之交點( ),,,,, 54321 PPPPPO

代表OP 與每個直面(平行於 yz 平面)與垂面(平行於 xz 平面)的交點，其中若交點投影至 xy 平

面落在 xy 平面之鉛直線(平行 y 軸)上，則代表OP 與直面的交點( 1 3 5, , ,O P P P 共 4 個)，也就是說

其前方立方格會被OP 所通過；若交點投影至 xy 平面落在 xy 平面之水平線(平行 x 軸)上，則

代表OP 與垂面的交點( 2 4, ,O P P 共 3 個)，也就是說其右方方格會被OP 所通過。由排容原理知，

n(OP 通過之立方格)=n(OP 與直面交點)+ n(OP 與垂面交點)+n(OP 與橫面交點)－n(OP 與直

面、垂面同時相交之交點)－n(OP 與垂面、橫面同時相交之交點)－n(OP 與橫面、直面同時相

交之交點)+n(OP 與直面、垂面、橫面同時相交之交點) =4+3+6-(4,3)-(3,6)-(6,4)+(4,3,6)=8。我們

可以解釋了公式的由來。 

二、【橫截點投影法】在不斷的觀察對角線上的點落在哪一個立方格的過程當中，我們發現一個很

有趣的現象，大大的解決了在空間思考的困難。我們將整個立方格圖之橫面、直面、垂面及其

交集狀況全部對應到平面上，得到(圖八)，將之稱為 m×n×l( ),, Nlnm ∈ 的立方格圖之平面對應

圖。(圖中藍線為垂面對應線、綠線為直面對應線、紅線為橫面對應線，其中橫面對應線與對

角線交點 1 2 3 4, , , , ,O Q Q Q Q P 為橫截點投影點。) 
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(圖七)                                (圖八) 
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  如上圖八，因為對角線會被所有的對應線分割成 10 小段，事實上每一小段均代表其落在的立

方格方位，如圖中 1OQ 代表著其落在第一行第一列第一層的立方格中， 1 1Q P 代表其落在第一行第

一列第二層的立方格中以此類推。因此，10 便是對角線OP 所經過的立方格數。此種將立體問題轉

化成平面模式來求解之方法，我們稱之為橫截點投影法。 

定理七：空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，對角線所經過的立方格數為

m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l)個。 

【證明】n(對角線通過之方塊)=n(對角線與直面交點)+ n(對角線與垂面交點)+n(對角線與橫面交點) 

－n(對角線與直面、垂面同時相交之交點) 

－n(對角線與垂面、橫面同時相交之交點) 

－n(對角線與橫面、直面同時相交之交點) 

+n(對角線與直面、垂面、橫面同時相交之交點) 

=m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l) 

注意:直面不含 x=m，垂面不含 y=n，橫面不含 z=l。 

事實上，上述討論的過程與原理也適用於解決空間上立方格圖中任意曲線所經過的方格數。舉

例來說，我們定義一個向量值函數(Vector-Valued Function) 2( ) (4 ) (3 ) (10 5 ) 0 1r t t i t j t t k t= + + − ≤ ≤   
其圖形軌跡如(圖九)，顯然的，r(t)在 xy 平面的投影仍為OA，在(圖十)中，曲線 r(t)共經過 10 個格

子，則表示 r(t)在 4×3×5 的立方格圖中共經過 10 個立方格。我們將此問題轉化成對應平面圖的形式

來觀察，如圖(十一)， 1P 代表 r( )
4
1

之投影點， 2P 代表 r( )
3
1

之投影點， 3P 代表 r( )
2
1

之投影點， 4P 代

表 r( )
3
2

之投影點， 5P 代表 r( )
4
3

之投影點。要決定區分層數之 41 ~ QQ 位置，即求 210 5t t k− =  

( 1,2,3,4)k = 之正數解 kt ，顯然 51 ~ PP 與 41 ~ QQ 這九個分點完全不會重合，因此OP 被分割成 10 個

小線段，一對一至曲線 r(t)所經過的每個立方格。以排容原理的觀點來看，亦即經過

4+3+5-(4,3)-(3,5)-(5,4)+(4,3,5)=10 個立方格。而對於任意一曲線 f(t)=x(t)i+y(t)j+z(t)k，可以利用此原理

來求出其所經過的立方格數，因時間有限，在此不予討論。 
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    解決了空間中對角線的問題，我們更試圖將直線的寬度加寬成 2r，想知道有寬度的對角線所

經過的立方格數是多少呢﹖(如圖十二，我們令此有寬度對角線所在平面垂直於截面 OAPB)比如，4

×3×5 的立方格圖中，寬度為 1 的對角線會通過幾個立方格呢?我們發現，利用我剛剛所找出的對應

平面圖竟然讓我馬上找出了答案!【橫截線投影法】 
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Z=3Z=2Z=1

3

1 2 3

1

2

4

18

17

16

15

14

13

12

11

10

9

8

7

6

5

4

3

2
1

Z

Y

X

P

O

(圖十二) (圖十三) 

    如圖十三，其為 4×3×5 的立方格圖之對應平面圖。黃色區域內共被分割成 18 個區域，每個區

域都一對一至其經過的不同立方格，我們將其對應關係整理成以下表格： 

區域 
對應立方格方位

(行、列、層) 
區域 

對應立方格方位

(行、列、層) 
區域 

對應立方格方位

(行、列、層) 

1 (1,1,1) 7 (2,1,3) 13 (3,2,4) 

2 (2,1,1) 8 (2,2,3) 14 (3,3,4) 

3 (1,1,2) 9 (3,1,3) 15 (4,2,4) 

4 (1,2,2) 10 (3,2,3) 16 (4,3,4) 

5 (2,1,2) 11 (2,3,3) 17 (3,3,5) 

6 (2,2,2) 12 (3,3,3) 18 (4,3,5) 

因此 4×3×5 的立方格圖中，寬度為 1 的對角線會通過 18 個立方格。當然，如果我們可以把它

寫出一個漂亮的一般式就更完美了。 

定理八：空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，對角線寬度為 2r，則所經過的立方格數為

m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l)+2P+2Q，其中 P 為其對應平面圖上(下圖十四)落在 1S 區域中

(含內部與不含端點之對角線上)橫面、直面、垂面對應線之交點個數，Q 為其對應面圖

上落在 1S 區域中(含內部與不含端點之對角線上)橫面、直面、垂面對應線三線共點之個

數。特別的是，若 l   
2 2( )

( , )
k m n

m n
+

, { }1, 2, , 1k l∀ ∈ −" 時，則 Q=0。 
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Z=0

Z=l
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 (圖十四)  

*
*

 （圖十五） 

【證明】由之前討論知，m×n×l 的立方格圖之對應平面圖中(如圖十四)，圖色範圍中每個由橫面、

直面、垂面對應線所分割成的區域均一對一至空間中經過之不同的立方格。且由【定理七】知，平

面對應圖之對角線共經過 m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l)個區域，由於 S1、S2為全等區域，因此我們

只要討論在 1S 區域多的小區域數再乘以 2 倍即可。顯然的，當對角線逐漸往下平移的過程中，每

通過一個交點就會多切割出一個區域(若此交點為橫面、直面、垂面對應線之共交點，則通過此點

會增加兩個區域)(如圖十五)，因此 1S 區域的交點個數加上三線共點之個數再乘以 2 倍便是其增加的

區域數。 

【求法】至於 P 值與 Q 值該如何尋找呢？對於較小 m,n,l 值之立方格圖，我們發現只要畫出其對應

平面圖，就可很快的數出答案。因此，以下的方法，是針對大數值 m,n,l 來用的。 

我們觀察到， 1S 區域之交點可分四類來討論： 

一、垂面對應線與直面對應線之交點 

  

L
L1

L2

Y

X

PY=n

X=mO   （圖十六） 

此種情形為【定理六】之情形。若(m,n)= 1d ，則當
1 1

2 2

1

1d d
r m nk k

d
+

< ≤ + ， { }
1

0dk N∈ ∪ 時，

其交點數為α =

1 1

1 1

1

1 1
1

0

( 1) ( 1 )

dd k
m

d d
d

i

d k d k im
d k

m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ 個。 

二、垂面對應線與橫面對應線之交點 
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  (圖十七-1) 

L1'
L2'

Z=l

Y=n

L'
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Z
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C'O

  (圖十七-2) 

    如圖十七-1，為一由 l×n 個平行四邊形所組成的格子圖，經 ( , ) ( , )nx y x y y
m

→ + 之推移變換

後，再經由 2 2( , ) ( , )mlx y x y
m n

→
+

之伸縮變換後變為一 l×n 的方格圖(圖十七-2)。因此對角線

L:
ny x
m

= 變換至 'L : x
l
ny = ，邊界 PA :x=m 變換至

2 2 2( )' ' : m n mP A y x
nl n
+

= − ，直線

1L :
2 2n r m ny x

m m
+

= − 變換至 1 'L :
22 nm

mrx
l
ny

+
−= ，也就是向下平移量為

22 nm
mr
+

。由【定

理六】知，若(l,n)= 2d ，則當
2 22 2

2

1d d
lmrk k

d m n
< ≤ +

+
， { }

2
0dk N∈ ∪ 時，四邊形 OPQR 區域中

(含內部及不含端點之OP 上)交點數為 β =

2 2

2 2

2

2 2
2

0

( 1) ( 1 )

dd k
l

d d
d

i

d k d k il
d k

l n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ 個。但

PQE+ 區域已經超出原始 m×n 之方格圖範圍，其中的交點(包含內部及不含 P、E 之 PE 上)必須

扣除(即 ' ' 'P Q E+ 區域中之格子點)。由圖十四-2，因為 ' 'P A 與 x j= ( 1,2, , 1j l= −" )之交點為
2 2 2

( , )j
m n mA j j

nl n
+

− ， 1 'L 與 x=j( 1,2, , 1j l= −" )之交點為
2 2

( , )j
n mrB j j
l m n

−
+

，令

2 2 2

j
m n mP j

nl n
+

= − ,
2 2j

n mrQ j
l m n

= −
+

，求滿足 j jP Q≥ 之最小正整數解，即

2 2 2

2 2 2 2

m n m n mr rnlj j j l
nl n l m n m m n
+

− ≥ − ⇒ ≥ −
+ +

，取 j=
2 2

rnll
m m n

⎡ ⎤
−⎢ ⎥

+⎢ ⎥
，則 ' ' 'P Q E+ 區域

中之格子點個數為

2 2

1

' ( )
l

j j

rnlj l
m m n

P Qβ
−

⎡ ⎤
= −⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ 。 
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二、直面對應線與橫面對應線之交點 
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(圖十八-1) (圖十八-2) 

如圖十八-1，為一由 m×l 個平行四邊形所組成的格子圖，經 ( , ) ( , )mx y x y x
n

→ + 之推移變換

後，再經由 2 2( , ) ( , )nlx y x y
m n

→
+

之伸縮變換後變為一 m×l 的方格圖(圖十八-2)。因此對角線

L:
ny x
m

= 變換至 'L :
ly x
m

= ，邊界 : 0OA y = 變換至 2 2' ' : lmO A y x
m n

=
+

，直線

1L :
2 2n r m ny x

m m
+

= − 變換至 1 'L :
2 2

l rnly x
m m m n

= −
+

，也就是向下平移量為
2 2

rnl
m m n+

。由

【定理六】的結論知，若(m,l)= 3d ，則當
3 32 2

3

1d d
rnlk k

d m n
< ≤ +

+
， { }

3
0dk N∈ ∪ 時，四邊形 OPQR

區域中(含內部及不包含端點之OP 上)交點數為γ =

3 3

3 3

3

3 3
3

0

( 1) ( 1 )

dd k
m

d d
d

i

d k d k im
d k

m l

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
+ − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

個。但是 ORE+ 區域已經超出原始 m×n 之方格圖範圍，其中的交點(包含內部及不含 O、E 之OE
上)必須扣除(即 ' ' 'O R E+ 區域中之格子點)。因為 ' 'O A 與 y=j( 1,2, , 1j l= −" )之交點為

2 2

( , )j
m nC j j

lm
+

， 1 'L 與 y=j( 1,2, , 1j l= −" )之交點為
2 2

( , )j
m rnD j j
l m n

+
+

，令

2 2

j
m nS j

lm
+

= ,
2 2j

m rnT j
l m n

= +
+

，求滿足 j jT S≥ 之最大整數解，即

2 2

2 2

m rn m nj j
l lmm n

+
+ ≥

+ 2 2

rlmj
n m n

⇒ ≤
+

，取
2 2

rlmj
n m n

⎡ ⎤
= ⎢ ⎥

+⎣ ⎦
，則 ' ' 'O R E+ 區域中之格子點

個數為

2 2

1

' ( )

rlm

n m n

j j
j

T Sγ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥∑ 。 
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四、垂面對應線、直面對應線與橫面對應線三線之共點 

      假設此共點為( 00 , yx ), Nyx ∈00 , ，則此點必為滿足

2 2

0
0

0

x m
y n

nx my r m n

⎧ < <
⎪

< <⎨
⎪

≤ − < +⎩

且滿足

ln
)( 22 nmkx

n
my +

+−= 對於某個 k { }1,,2,1 −∈ l" 的整數解，我們令共δ 個解。值得注意的是，

l
nmknymxnmkx

n
my )(

ln
)( 2222 +

=+⇒
+

+−= ，若方程式有整數解，則

2 2 2 2( ) ( )( , )
( , )

k m n k m nm n l
l m n
+ +

⇒ ，因此，若 l   
2 2( )

( , )
k m n

m n
+ , { }1, 2, , 1k l∀ ∈ −" 時，Q=0。 

由一～四知，P= ( ') ( ') 2α β β γ γ δ+ − + − − ，Q=δ。因此空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，

對角線寬度為 2r，則其所經過的立方格數為      

 

( , ) ( , ) ( , ) ( , , ) 2( ' ' )m n l m n n l l m m n l α β γ β γ δ+ + − − − + + + + − − −  

 

例如：求 6×4×8 的立方格圖，寬度為 4 的對角線線(即 r=2)所經過之立方格數。 

Z=8Z=0

X=6

Y=4 P

O

 (圖十九) 

1.∵ (6,4)=2 且
2 22 6 4 7.21
2
+ � ，

1
7dk∴ = ⇒

2 7
6

0

2 7 2 7 62(7 1) ( 1 )
6 4i

iα

×⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

× × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ =8 

2.∵ (4,8)=4 且
2 2

8 6 2 3.33
4 6 4
× ×

+
� ，

2
3dk∴ = ⇒

4 3
8

0

4 3 4 3 84(3 1) ( 1 )
8 4i

iβ

×⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

× × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ =10 

且
7

2 4 88
6 52

13 1 6' ( 9 ) 1
8 2 13

j

j jβ
× ×⎡ ⎤= −⎢ ⎥

⎢ ⎥

⎡ ⎤⎡ ⎤= − − − =⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑  

3.∵ (6,8)=2 且
2 2

2 4 8 4.44
2 6 4
× ×

+
� ，

3
4dk∴ = ⇒

2 4
6

0

2 4 2 4 62(4 1) ( 1 )
6 8i

iγ

×⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

× × −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ =7 

且

2 2

2 8 6

4 6 4

1

3 4 13' ( ) 0
4 1213j

j jγ

⎡ ⎤× ×
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎣ ⎦

=

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − =⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎢ ⎥∑  
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4.求滿足

2 2

0 6
0 4

0 4 6 2 6 4

x
y

x y

⎧ < <
⎪

< <⎨
⎪

≤ − < +⎩

(*)且滿足
2 2)6 (6 4 3 13

4 8 4 2 8
ky x x k+

= − + = − +
×

,k=1,2,⋯,7 的整數

解個數。
133 2 4

4
kx y N k+ = ∈ ⇒ =∵ ，∴滿足 3x+2y=13 且符合(*)的整數解只有(3,2)一組，

即 1δ = 。 

 由 1~4 知，6×4×8 的立方格圖中，寬度為 4 的對角線(即 r=2)經過的立方格數為 

6+4+8-(6,4)-(4,8)-(8,6)+(6,4,8)+2(8+10+7-1-0-1)=58 個。 

最後，我們要來探討空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，球體半徑 r，球心在對角線移動

所經過之立方格數。我們發現，要整理出如同前面定理的漂亮公式似乎有些困難度，然而，我們卻

可利用之前所研究出的「對應平面圖」所衍生出的「橫截面投影法」來解決已知 m、n、l 值之立方

格圖。 

【橫截面投影法】: 空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，球體半徑 r，球心在對角線移動所掃

出的軌跡為一軸傾斜角度θ 之圓柱(其中
2 2

tan l
m n

θ =
+

)，其與 z=k(k∈R)的截面為一橢圓，將橢圓

投影至 m×n×l 的立方格圖之平面對應圖上(xy 平面上)，橢圓中心投影位置代表其層數，而橢圓內部

之投影掃過之方格為球體掃過之立方格之投影位置，則可以此求出球心在各層移動時，球體所經過

之立方格數以及確實位置。 

X

Y

Z

X=4

Y=3

Z=5 P

O

 

r cscθ 

r

θ

圖二十 圖二十一 

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

 
圖二十二 

例如：4×3×5 的立方格圖，球體半徑為
1
2
: 
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如圖二十二， 45PAB∠ = °，因此截面橢圓長軸長 2 2a = ，短軸長 2b=1，故橢圓橫截面在對應平

面圖上之方程式為 2 24 3 3 42( 4 ) 4( 3 ) 1,0 1
5 5

x y x yt t t+ − +
− + − = ≤ ≤ 。( 2 22( 4 ) 4( 3 ) 1x t y t− + − = 逆時針旋

轉θ，即經 ( , ) (cos sin ,sin cos )x y x y x yθ θ θ θ→ − + 之旋轉變換後而得，其中
4 3cos ,sin
5 5

θ θ= = )，將

其利用 GSP 繪出，以橢圓中心點為動點，令動點在對角線上移動，則我們可將其在每層所經過之

立方格方位一一列出於下表: 

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

 

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

 

3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

第一層 第二層 第三層 第四層 第五層 

 

第一層所在立方

格(行、列、層) 

第二層所在立方

格(行、列、層) 

第三層所在立方

格(行、列、層) 

第四層所在立方

格(行、列、層) 

第五層所在立方

格(行、列、層) 

(1,1,1) (1,1,2) (1,1,3) (2,2,4) (3,2,5) 

(1,2,1) (1,2,2) (1,2,3) (2,3,4) (3,3,5) 

(2,1,1) (2,1,2) (2,1,3) (3,2,4) (4,2,5) 

(2,2,1) (2,2,2) (2,2,3) (3,3,4) (4,3,5) 

 (3,1,2) (2,3,3) (4,2,4)  

 (3,2,2) (3,1,3) (4,3,4)  

  (3,2,3)   

  (3,3,3)   

  (4,2,3)   

  (4,3,3)   

由上表知:4×3×5 的立方格圖中，球體半徑
1
2
，球心在對角線移動所經過之立方格數為 4+6+10+6+4=30

個。 

【製作快速解題工具】 

求空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，球體半徑 r，球心在對角線移動所經過之立方格數。步

驟如下: 

一、繪製出 m×n×l 的立方格圖之對應平面圖。 

二、求出橫截面橢圓長軸長 2 2 csca r θ= ，短軸長 2b=2r，其中
2 2

tan l
m n

θ =
+

。 

三、繪出方程式為
2 2

2 2 2 1
csc
x y

r rθ
+ = 之橢圓，剪下切半，製成如下圖之小圖片: 

r

a=r cscθ

 
 

2r

 

 

 
2 2m n
l
+  

四、將步驟三所製成之小圖片中間矩形重合於對應平面圖中各層之矩形，則小圖片於各層所覆蓋到

之方格數和即為所求。 

2 r
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3

2

1

-1

Y

2 4 6

X

Z=0 Z=5Z=4Z=3Z=2Z=1

Z

P

O

 

注意：1 ~ l 層中，第 k 層與第 l-k 層所經過之方格數相等，因此只需求出 1～
2
l⎡ ⎤

⎢ ⎥⎢ ⎥
層即可。除此之外，

若(m,n,l)=d, 1d ≠ ，則可將對應平面圖分割成 d 個
m
d

×
n
d

×
l
d

之情形來討論。以這兩個性質，可

更簡化解題的過程。 

 

伍、研究結果 

  一、在 m×n( +∈ Rnm, )的格子圖中，(包含 ,m n N∈ 與 ,m n Q+∈ 之情形) 

(一)  若 Q
m
n
∉ 時，對角線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 。 

(二) 若
n Q
m
∈ ，即

n q
m p
= ，其中 Nqp ∈, 且 p,q 互質， 

(1)當 mp ≥ 時，對角線所經過的格子數為 ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ 1−+ nm 個；特別的是，當 p=m 時，即 ,m n N∈  

且(m,n)=1，則對角線所經過的格子數為 m+n-1 個。 

(2)當 mp < 且 p  m 時，對角線所經過的格子數為 1mm n
p

⎡ ⎤
+ − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
個。 

(3)當 p<m 且 mp ，即 Nnm ∈, 的情形，則對角線所經過的格子數為 m+n-(m,n)。 

二、m×n( dnmNnm =∈ ),(,, )的方格圖中，對角線寬度為 2r(
22 nm

mnr
+

≤ )，若

2 2

1d d
r m nk k

d
+

< ≤ + ， { }0dk N∈ ∪ ，則對角線所經過的方格數為

m+n-d+ 2 ( 1)dd k + -2(
0

1

ddk
m

d d

l

dk dk lm
m n

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

=

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑ )。 

三、空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，對角線所經過的立方格數為

m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l)。 

四、空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖中，對角線寬度為 2r，則所經過的立方格數為

m+n+l-(m,n)-(n,l)-(l,m)+(m,n,l)+2P+2Q，其中 P 為其對應平面圖上(圖十四)落在 1S 區域中(含

內部與不含端點之對角線上)橫面、直面、垂面對應線之交點個數，Q 為其對應面圖上落

在 1S 區域中(含內部與不含端點之對角線上)橫面、直面、垂面對應線三線共點之個數。特
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別的是，若 l   
2 2( )

( , )
k m n

m n
+

, { }1, 2, , 1k l∀ ∈ −" 時，則 Q=0。 

五、利用【橫截面投影法】之原理以及特製解題工具求出空間中 m×n×l( Nlnm ∈,, )的立方格圖

中，球體半徑 r，球心在對角線移動所經過之立方格數。 

陸、討論與結論 

關於這次研究的主題，除了很完整的推導出平面情形的公式，並利用將立體空間問題轉化成平

面模式的方式，成功的推廣至三維空間之情形，除此之外，更由對角直線延伸出任意曲線的解題原

理。然而，還有許多推廣的空間值得我們繼續研究，比如，平面上的方格圖中，若將有寬度的對角

線改成有寬度的曲線，其掃過之格數是否可以找到解題方法或是整理出公式呢?更進一步，空間中

的立方格圖中，若球體球心移動的軌跡非對角線而是任意曲線時，是否仍能找出解題方法或是整理

出公式呢?由於時間有限，我期待將來能夠繼續完成它。 

在這次的研究中，我學到如何思考、切入問題並運用嚴謹的證明推出公式，此外，我還學到如

何用 GSP 幾何軟體繪製我們所需要的幾何圖，學會這項軟體，不僅幫助我更清楚地看出問題的答

案，我也能運用這項軟體，解決生活上、課業上一些有關數學、物理的問題，真是受益良多。 
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