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摘要 

 

 

 

 田忌、齊王兩人相約一同賽馬。雙方各有上、中、下三等馬，惟田忌每一等

之馬皆稍弱於齊王，又田忌往往以其上馬對戰齊王上馬、中對中、下對下，所以

屢戰屢敗，不管比了幾次結果都沒有改變。 

 孫臏仔細觀察雙方馬速間的關係後獻上一則妙計─「以上馬迎戰齊王中馬、

中對下、下對上，即可取勝。」果真如其言，兩勝一敗獲得了勝利。 

 「如果雙方不是各出 3 匹馬而是 n 匹呢？田忌將有多少獲勝策略？」 

 說明書中解決了各種不同馬速配置下，其中一方的勝敗策略數之一般式。而

內容主要分為幾個部分： 

一、孫四周先生所提的問題(whc194)，稍後於動機介紹。 

二、由於問題 whc194 中是雙人對決，且馬速交錯排列。我們將其擴展兩人以上

且馬速遞增時，其中一人的勝敗策略數。 

三、沿用問題 whc194 的背景設定，計算已知田忌某匹馬之對手之前提下，田忌

的勝敗策略數之一般式。 
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壹、 研究動機 

 

whc194,田忌賽馬問題的推廣《孫四周，2008.10》 

  假設田忌和國王各有 ( 2)n n  匹馬，問田忌有多少種獲勝策略(用含 n

的解析式表示)？ 

  簡說：田忌和國王各出 3 匹馬進行比賽，孫臏出奇策：「上對中，中

對下，下對上」，最終贏得比賽。這是運籌學和對策論專著中，屢屢引用

的經典案例，顯示中國人超乎尋常的智慧。但是，如果不是 3 匹馬，而是

更多匹呢？ 

  至今未見有人提及，更遑論解決了。我〈孫四周〉認為，不論從文化

意義上，還是從學術意義上，這都是一個值得研究的好問題。 

 

(中國初等數學研究,楊學枝,2011,page1) 

 「每一匹馬都須出戰一次，不得缺席也不重複出賽。」當其中一匹馬的對手

不同時，會連帶影響其它匹馬的勝敗策略數。我們對於這類型的賽局十分有興趣，

於是開始了這篇作品的研究。 
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貳、 研究目的 

 

一、whc.194 問題 

給定 2n 個實數符合𝑇1 < 𝑄1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑛 < 𝑄𝑛，我們稱由

1、2、⋯、𝑛得到的一組排列𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑛為策略，集合{𝑖|𝑇𝑠𝑖 > 𝑄𝑖}的元

素個數為勝利數。令𝐴(𝑛, 𝑥)為所有勝利數為 x 的策略之數量，我們稱其

為「n 戰 x 勝的策略數」。目標解出𝐴(𝑛, 𝑥)之一般式。 

 

二、whc.194 問題之範圍延伸 

若為𝑠人競賽，那麼給定 sn 個實數符合(𝑇𝑗
𝑖表示第 i 個人的第 j 慢馬) 

𝑇1
1 < 𝑇1

2 < ⋯ < 𝑇1
𝑠 < 𝑇2

1 < 𝑇2
2 < ⋯ < 𝑇2

𝑠 < ⋯ < 𝑇𝑛
1 < 𝑇𝑛

2 < ⋯ < 𝑇𝑛
𝑠 

由 1、2、…、n 得到𝑠 − 1組排列(𝑆𝑞
2)、(𝑆𝑞

3)、⋯、(𝑆𝑞
𝑠)，我們稱每種陣

列[𝑆𝑗
𝑖]為策略。而稱集合{𝑖 |𝑇𝑖

1 > 𝑇
𝑆𝑖
2
2 , 𝑇

𝑆𝑖
3
3 , … , 𝑇𝑆𝑖

𝑠
𝑠 }的元素個數為勝利數。

在多人賽局中，我們的目的是找出勝利數為 x 的策略總數。 

 

三、whc.194 對手問題之深入探討 

若上述的 2n 個實數符合𝑇1 < 𝑄1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑛 < 𝑄𝑛，在已知𝑇𝑝對

手為𝑄𝑞的前提下，計算勝利數為 x 之策略數多寡。 

 

 

參、 研究設備與器材 

 

文書用品、電腦(Dev-C++,Excel) 
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肆、 研究方法與過程 

 

名詞解釋與符號定義 

 

1. 馬匹代號： 

我們用 2n 個實數來表示雙方的馬匹。分別為田忌的 n 匹馬{𝑇𝑘}及

齊王的 n 匹馬{𝑄𝑘}，且𝑇1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑛；𝑄1 < 𝑄2 < ⋯ < 𝑄𝑛。數

字的大小代表馬匹的快慢，當兩匹馬相競賽時，較大者得勝。我們

以馬速排列表示{𝑇𝑘}及{𝑄𝑘}間的相對大小關係，例如 whc194 的馬

速排列即符合𝑄𝑖−1 < 𝑇𝑖 < 𝑄𝑖。 

2. 策略及勝利數： 

策略表示由1、2、⋯、𝑛得到的一組排列𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑛；當 T 方策略

為𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛時，其勝利數為集合{𝑖|𝑇𝑠𝑖 > 𝑄𝑖}的元素個數，其中𝑇𝑠𝑖

的對手為𝑄𝑖。 

3. 馬匹能力值： 

第 k 慢的馬𝑇𝑘，其能力值為{𝑖|𝑇𝑘 > 𝑄𝑖}的元素個數，以𝑡𝑘表示。 

4. 𝐴(𝑛, 𝑥)、𝐴𝑛(𝑥)： 

𝐴(𝑛, 𝑥)表示所有勝利數為 x 的策略數;而𝐴𝑛(𝑥)表示所有勝利數不

小於 x 的策略數，其中𝐴𝑛(𝑥) = ∑ 𝐴(𝑛, 𝑖)𝑛
𝑖=𝑥 。 
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一、 whc.194 問題：田忌賽馬問題的推廣 

 

給定 2n 個實數符合𝑇1 < 𝑄1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑛 < 𝑄𝑛。我們稱由 1、2、…、

n 得到的一組排列𝑆1、𝑆2、…、𝑆𝑛為策略；集合{𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖}的元素個數

為勝利數。所有勝利數為 x 的策略個數即為我們的目標答案𝐴(𝑛, 𝑥)。 

只要將𝑛!種策略都列出來便能得到𝐴(𝑛, 𝑥)，我們使用 c語言寫了個

能窮舉所有情形的程式，列出下表： 

n\x 0 1 2 3 4 5 

1 1 0     

2 1 1 0    

3 1 4 1 0   

4 1 11 11 1 0  

5 1 26 66 26 1 0 

 

設田忌𝑛戰𝑥勝以上的策略數為𝐴𝑛(𝑥)，則𝐴𝑛(𝑥) = ∑ 𝐴(𝑛, 𝑖)𝑛
𝑖=𝑥 ，並

依此列出下表： 

n\x 0 1 2 3 4 4 

1 1 0     

2 2 1 0    

3 6 5 1 0   

4 24 23 12 1 0  

5 120 119 93 27 1 0 

 

再依照齊王𝑛戰𝑥勝以上的策略數𝐾𝑛(𝑥)，列出下表： 

n\x 0 1 2 3 4 5 

1 1 1     

2 2 2 1    

3 6 6 5 1   

4 24 24 23 12 1  

5 120 120 119 93 27 1 
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 (一)、 𝐴𝑛(𝑥)之計數方式 

從這三個表格能觀察到𝐴(𝑛, 𝑥)、𝐴𝑛(𝑥)、𝐾𝑛(𝑥)的諸多特性，不過我

們先將焦點放在如何解得𝐴𝑛(𝑥)的一般式。 

想要找出𝐴𝑛(𝑥)的一般式想必不能只用窮舉，我們打算使用排容原

理來解題。 

定義|𝐴|代表𝐴集合的元素個數。 

令𝐴(𝑇𝑝)為所有使𝑇𝑝得勝策略𝑆1, 𝑆2, ⋯ , 𝑆𝑛所形成之集合； 

𝐴(𝑇𝑝𝑇𝑞)為所有使𝑇𝑝, 𝑇𝑞得勝策略所成之集合；以此類推。 

   定義超算策略數： 

超算策略數𝑅𝑛(𝑥) = ∑ |𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)|

1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

   定義修正係數： 

           對於任意正整數𝑛, 𝑥，可使𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐷(𝑥, 𝑖)

𝑛

𝑖=𝑥

成立 

由於𝑅𝑛(𝑥)是滿足1 ≤ 𝑝1 < 𝑝2 < ⋯ < 𝑝𝑥 ≤ 𝑛的𝐶𝑥
𝑛個集合

𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)的策略數總和，所以集合與集合交集上的策略數會

被重複計算到，所以我們稱之為超算策略數。假設 T 方某策略

𝑆1, 𝑆2,⋯ , 𝑆𝑛的勝利數為𝑥 + 𝑘，則此策略為𝐶𝑥
𝑛個集合𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)

其中的𝐶𝑥
𝑥+𝑘個集合的交集，共被𝑅𝑛(𝑥)計算了𝐶𝑥

𝑥+𝑘遍。 

   這裡以𝐴4(2)示範： 

當雙方出 4 匹馬進行 4 場比賽時，有些策略的勝利數為 0、1、

2、3 或 4，我們要計算勝利數為 2 以上的策略總數─𝐴4(2)。 

由於某個恰𝑥 + 𝑘勝的策略會被𝑅𝑛(𝑥)計算𝐶𝑥
𝑥+𝑘遍，而在計算

𝐴4(2)時，有可能為恰兩勝策略、恰三勝或四勝： 

對於每個恰兩勝的策略，一共會被計算 

𝐷(2,2) ∙ 𝐶2
2 + 𝐷(2,3) ∙ 𝐶3

2 + 𝐷(2,4) ∙ 𝐶4
2 = 𝐷(2,2)遍，又恰兩勝策略
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我們需恰算一遍，故𝐷(2,2) = 1。 

 對於每個恰三勝的策略，都會被計算 

𝐷(2,2) ∙ 𝐶2
3 + 𝐷(2,3) ∙ 𝐶3

3 + 𝐷(2,4) ∙ 𝐶4
3 = 𝐷(2,2) ∙ 3 + 𝐷(2,3)遍，故

𝐷(2,3) = 1 − 3 = −2 

對於每個恰四勝的策略都會被計算 

𝐷(2,2) ∙ 𝐶2
4 + 𝐷(2,3) ∙ 𝐶3

4 + 𝐷(2,4) ∙ 𝐶4
4 = 𝐷(2,2) ∙ 6 + 𝐷(2,3) ∙ 4 + 𝐷(2,4) 

        遍，故𝐷(2,4) = 1 − (6 ∙ 1 + (−2) ∙ 4) = 3，於是得到 

 

𝐴4(2) = 𝑅4(2) − 2 ∙ 𝑅4(3) + 3 ∙ 𝑅4(4) 

 

以下是𝐷(𝑥, 𝑖)的表格： 

x\i 1 2 3 4 5 

1 1 -1 1 -1 1 

2 0 1 -2 3 -4 

3 0 0 1 -3 6 

4 0 0 0 1 -4 

5 0 0 0 0 1 

我們猜測 

𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

 

證明： 

𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

 

對於每一個恰𝑥 + 𝑘勝的策略，會被𝑅𝑛(𝑖)計算到𝐶𝑖
𝑥+𝑘次，所以這策

略一共被計算了 

∑𝐶𝑖
𝑥+𝑘 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑛

𝑖=𝑥

= ∑𝐶𝑖
𝑥+𝑘 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑘

𝑖=𝑥

 

  只要證明其值為 1，就代表∑ 𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥𝑛

𝑖=𝑥 能將 x、x+1、… 
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、n 勝的策略數都恰好算了一遍，等同於所有勝利數不小於 x 的策略數，

即為𝐴𝑛(𝑥)。 

 

1. 當𝑘 = 0時， 

∑𝐶𝑖
𝑥 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥

𝑖=𝑥

= 1 

2. 假設當𝑘 = 𝑞時成立，則當𝑘 = 𝑞 + 1時 

∑ 𝐶𝑖
𝑥+𝑞+1 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

 

= ∑ (𝐶𝑖
𝑥+𝑞 + 𝐶𝑖−1

𝑥+𝑞) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥

𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

                                        

= ∑ 𝐶𝑖
𝑥+𝑞 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

+ ∑ 𝐶𝑖−1
𝑥+𝑞 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

 

=∑𝐶𝑖
𝑥+𝑞 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞

𝑖=𝑥

+ ∑ 𝐶𝑖−1
𝑥+𝑞 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥    

𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

 

= 1 + ∑ 𝐶𝑖−1
𝑥+𝑞 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

                                                 

= 1 + ∑
(𝑥 + 𝑞)!

(𝑥 + 𝑞 − 𝑖 + 1)! (𝑥 − 1)! (𝑖 − 𝑥)!
∙ (−1)𝑖−𝑥

𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

        

= 1 +
(𝑥 + 𝑞)!

(𝑥 − 1)! (𝑞 + 1)!
∑ 𝐶𝑖−𝑥

𝑞+1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑥+𝑞+1

𝑖=𝑥

                            

= 1 +
(𝑥 + 𝑞)!

(𝑥 − 1)! (𝑞 + 1)!
∑𝐶𝑖

𝑞+1 ∙ (−1)𝑖
𝑞+1

𝑖=0

= 1                            

以數學歸納法得證 
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(二)、 超算策略數𝑅𝑛(𝑥)的表達式 

𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1(−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

 

若要解出𝐴𝑛(𝑥)的一般式，只要解出𝑅𝑛(𝑥)的一般式即可。 

由於𝑅𝑛(𝑥) = ∑ |𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)|1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛 ，所以先解

|𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)|： 

假如說是從𝑇𝑝1開始選擇對手、𝑇𝑝2、𝑇𝑝3、···、𝑇𝑝𝑥，接著再讓

另外的𝑛 − 𝑥匹馬選擇對手。那麼𝑇𝑝𝑘在選擇對手時， 

𝑇𝑝𝑘原本能從𝑄1、𝑄2、···、𝑄𝑝𝑘−1等𝑝𝑘 − 1匹馬中擇一做為對

手，但𝑇𝑝1、𝑇𝑝2、···、𝑇𝑝𝑘−1所選的對手不能選，故𝑇𝑝𝑘只能從

𝑝𝑘 − 1 − (𝑘 − 1) = 𝑝𝑘 − 𝑘匹馬中擇一做為對手。 

不含括在𝑇𝑝1、𝑇𝑝2、···、𝑇𝑝𝑥中的𝑛 − 𝑥匹馬是贏是輸都無所謂，

所以能隨意排列，共有(𝑛 − 𝑥)!種排列方法。 

根據乘法原理|𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)| = (𝑛 − 𝑥)!∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑥
𝑖=1 。 

   有了|𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)|的值之後，我們將其代入𝑅𝑛(𝑥)的定義中： 

 

𝑅𝑛(𝑥) = ∑ |𝐴(𝑇𝑝1𝑇𝑝2⋯𝑇𝑝𝑥)|

1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

= ∑ (𝑛 − 𝑥)!∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑥

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

 

   依照𝑝𝑥之值是否為 n 得到遞迴式： 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)

𝑥

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

= (𝑛 − 𝑥) ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑥−1

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥−1≤𝑛−1

+ ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑥

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛−1

 

= (𝑛 − 𝑥) ∙
𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!
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關於
𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
的表格：                                                                            

 

n-x\x 0 1 2 3 4 

1 1 1 1 1 1 

2 1 3 7 15 31 

3 1 6 25 90 301 

4 1 10 65 350 1701 

 

可以發現
𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
=
𝑅𝑛(0)

𝑛!
= 1，這裡稍微說明一下：            

𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
= ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑛−1≤𝑛

 

  當𝑝1 = 1時， 

∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑛−1

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑛−1≤𝑛

= ∑ 0 ∙∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑛−1

𝑖=2
2≤𝑝2<⋯<𝑝𝑛−1≤𝑛

= 0 

所以
𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
可以寫成                                                                           

𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
= ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=1
2≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑛−1≤𝑛

 

  由於 2 到 n 之間只有𝑛 − 1個正整數，所以𝑝𝑘 = 𝑘 + 1。 

𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
= ∑ ∏ (𝑖 + 1 − 𝑖)

𝑛−1

𝑖=1
2≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑛−1≤𝑛

= 1 

至於
𝑅𝑛(0)

𝑛!
，我們定義其值為 1                                         

  所以我們已經有足夠的起始條件及遞迴關係了， 

{
  
 

  
 

𝑅𝑛(0)

𝑛!
= 1

𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!
= 1

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= (𝑛 − 𝑥) ∙

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!
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  我們造一個運算用的遞迴陣列 B： 

{

𝐁(1, 𝛽) = 1

𝐁(𝛼, 0) = 1
𝐁(𝛼, 𝛽) = 𝛼 ∙ 𝐁(𝛼, 𝛽 − 1) + 𝐁(𝛼 − 1, 𝛽)

 

其中，𝐁(𝛼, 𝛽) =
𝑅𝛼+𝛽(𝛽)

𝛼!
                                                                                

  我們依次遞推𝛼 = 1、2、3、4 時的一般式： 

  𝐁(1, 𝛽) = 1 

 

    𝐁(2, 𝛽) = 2 ∙ 𝐁(2, 𝛽 − 1) + 𝐁(1, 𝛽) = 2 ∙ 𝐁(2, 𝛽 − 1) + 1 

        = 2𝛽 ∙ 𝐁(2,0) + 2𝛽−1 + 2𝛽−2 +⋯+ 2 + 1   

 =
2𝛽+1 − 1

2 − 1
= 2𝛽+1 − 1                                              

 

𝐁(3, 𝛽) = 3 ∙ 𝐁(3, 𝛽 − 1) +∙ 𝐁(2, 𝛽) = 3 ∙ 𝐁(3, 𝛽 − 1) + 2𝛽+1 − 1 

                = (2𝛽+1 − 1) + 3 ∙ (2𝛽 − 1) +⋯+ 3𝛽−1 ∙ (2 − 1) + 3𝛽 ∙ 𝐁(3,0) 

 =
2𝛽+1 ∙ ((

3
2)

𝛽+1

− 1)

3
2 − 1

−
3𝛽+1 − 1

3 − 1
                               

    =
3𝛽+2 − 2 ∙ 2𝛽+2 + 1

2
                                                         

 

同理，𝐁(4, 𝛽) =
4𝛽+3 − 3 ∙ 3𝛽+3 + 3 ∙ 2𝛽+3 − 1

6
                               

  最後，我們猜測 

𝐁(𝛼, 𝛽) =∑ 𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ 𝐶𝑖−1
𝛼−1 ∙ (−1)𝛼−𝑖/(𝛼 − 1)!

𝛼

𝑖=1
 

因為兩人賽局是多人賽局的一個特例，在多人賽局中有更一般的結

果，所以上式到時將一併證明。 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= 𝐁(𝑛 − 𝑥, 𝑥)； 

𝑅𝑛(𝑥) = 𝐁(𝑛 − 𝑥, 𝑥)(𝑛 − 𝑥)! = (𝑛 − 𝑥) ∙∑ 𝑖𝑛−1 ∙ 𝐶𝑖−1
𝑛−𝑥−1 ∙ (−1)𝑛−𝑥−𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=1
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(三)、 𝐴𝑛(𝑥)之一般式及化簡 

引理證明：∑ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1𝑛
𝑖=𝑥 = 𝐶𝑗+𝑥

𝑛  

1. 當n x j  時，∑ 𝐶𝑗
𝑥+𝑗−𝑖

∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1𝑥+𝑗

𝑖=𝑥 = ∑ 𝐶𝑗
𝑥+𝑗−𝑖

∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1𝑥

𝑖=𝑥 = 𝐶𝑗+𝑥
𝑥+𝑗

 

2. 假設當𝑛 = 𝑘時，∑ 𝐶𝑗
𝑘−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1𝑘−𝑗
𝑖=𝑥 = 𝐶𝑗+𝑥

𝑘 成立， 

則當𝑛 = 𝑘 + 1時， 

∑𝐶𝑗
𝑘+1−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑛

𝑖=𝑥

=∑𝐶𝑗
𝑘+1−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑘+1

𝑖=𝑥

                                                  

=∑(𝐶𝑗
𝑘−𝑖 + 𝐶𝑗−1

𝑘−𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1

𝑘+1

𝑖=𝑥

    

              = ∑𝐶𝑗
𝑘−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑘+1

𝑖=𝑥

+∑𝐶𝑗−1
𝑘−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑘+1

𝑖=𝑥

   

            = ∑𝐶𝑗
𝑘−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑘

𝑖=𝑥

+∑𝐶𝑗−1
𝑘−𝑖 ∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1

𝑘

𝑖=𝑥

 

= 𝐶𝑗+𝑥
𝑘 + 𝐶𝑗+𝑥−1

𝑘 = 𝐶𝑗+𝑥
𝑘+1        

以數學歸納法得證 

證明：𝐴𝑛(𝑥) = ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗+𝑥
𝑛 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥𝑛

𝑗=1  

𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1(−1)𝑖−𝑥                                         

𝑛

𝑖=𝑥

             

                  = ∑ 𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1(−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
                                                        

                             = ∑ (𝑛 − 𝑖)∑ 𝑗𝑛−1 ∙ 𝐶𝑗−1
𝑛−𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑖−𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=1
∙ 𝐶𝑥−1

𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥
𝑛

𝑖=𝑥
 

            = ∑ (𝑛 − 𝑖)∑ 𝑗𝑛−1 ∙ 𝐶𝑗−1
𝑛−𝑖−1 ∙

𝑛−𝑖

𝑗=1
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
 

=∑ ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙

𝑛−𝑖

𝑗=1
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
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            = ∑ ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙

𝑛

𝑗=1
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
      

−∑ ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝑪𝒋
𝒏−𝒊 ∙

𝑛

𝑗=𝑛−𝑖+1
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
 

=∑ ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙

𝑛

𝑗=1
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥
            

=∑ ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙

𝑛

𝑖=𝑥
𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑗=1
            

=∑ 𝑗𝑛 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥∑ 𝐶𝑗
𝑛−𝑖 ∙

𝑛

𝑖=𝑥
𝐶𝑥−1
𝑖−1

𝑛

𝑗=1
              

      = ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗+𝑥
𝑛 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑗=1
………… .引理              

 

 

   所以我們得到田忌 n 戰 x 勝以上的策略數之一般式： 

 

𝐴𝑛(𝑥) =∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗+𝑥
𝑛 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛

𝑗=1
 

             = ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗+𝑥
𝑛 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛−𝑥

𝑗=1
 

   恰 x 勝的策略數為 x 勝以上的策略數減去𝑥 + 1勝以上的策略數 

 

                                         𝐴(𝑛, 𝑥) = 𝐴𝑛(𝑥) − 𝐴𝑛(𝑥 + 1)               

                = ∑ 𝑗𝑛 ∙ 𝐶𝑗+𝑥+1
𝑛+1 ∙ (−1)𝑛−𝑗−𝑥

𝑛−𝑥

𝑗=1
 

  



15 
 

 

二、 whc.194 問題之範圍延伸 

 

 

(一)、 多人賽局 

 

今有 s 個人一同競賽，每人各有 n 匹馬，且馬速逐一遞增。共比 n

場，每場比賽中每人各出一匹馬，只有最快的馬得勝。試問最不利的那

一人 n 戰 x 以上的策略數為何。 

由於有 s 個人，所以我們以{𝑇𝑗
𝑘}代表第 k 個人的馬匹所成之集合，

並且此 s 人之馬速排列符合： 

給定 sn 個實數𝑇𝑗
𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛符合： 

 

{
𝑇𝑗
𝑖+1 > 𝑇𝑗

𝑖

𝑇𝑗+1
1 > 𝑇𝑗

𝑠  

  

                                        圖一中𝑠 = 4, 𝑛 = 4  

  (圖一) 

 

我們先假設第一人的出馬順序不變，則另外𝑠 − 1人都分別有𝑛!種不

同的出馬順序，我們稱每一種不同的情況為一種策略，所以共有(𝑛!)𝑠−1

種策略。多人對局中策略的明確定義如下： 

 由 1、2、···、n 得到的 s-1 組排列分別為(𝑆𝑘
2)、(𝑆𝑘

3)、⋯、 

(𝑆𝑘
𝑠)分別代表第二個人到第 s 個人的出馬順序(我們假設第一個人

的出馬順序不變)，而我們稱陣列[𝑆𝑗
𝑖]為這整群人的一種策略，而稱

集合{𝑖 |𝑇𝑖
1 > 𝑇

𝑆𝑖
2
2 , 𝑇

𝑆𝑖
3
3 , ⋯ , 𝑇𝑆𝑖

𝑠
𝑠 }的元素個數，我們稱為此策略下的第一

人(最不利者)的勝利數，而目標找出勝利數為 x 的策略個數。這裡

n 戰 x 勝的策略數我們一樣命名為𝐴(𝑛, 𝑥)，超算策略數為𝑅𝑛(𝑥)。 
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𝑅𝑛(𝑥) = ∑ 𝐴(𝑇𝑝1
1 𝑇𝑝2

1 ⋯𝑇𝑝𝑥
1 )1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛 ，故先計算在多人賽局中

𝐴(𝑇𝑝1
1 𝑇𝑝2

1 ⋯𝑇𝑝𝑥
1 )的值。 

𝑇
𝑆𝑝1
𝑘
𝑘 < 𝑇𝑝1

1 (𝑘 > 1)，所以𝑆𝑝1
𝑘 的值可能為 1、2、···、𝑝1 − 1，

對於任意正整數 k，𝑆𝑝1
𝑘 皆有𝑝1 − 1種可能，故𝑇𝑝1

1 的對手總共有

(𝑝1 − 1)
𝑠−1總不同的情況。 

 𝑇
𝑆𝑝2
𝑘
𝑘 < 𝑇𝑝2

1 (𝑘 > 1)，所以𝑆𝑝2
𝑘 的值可能為 1、2、···、𝑝2 − 1，

又𝑆𝑝2
𝑘 ≠ 𝑆𝑝1

𝑘，故𝑆𝑝2
𝑘 有𝑝2 − 2種可能，對手則有(𝑝2 − 2)

𝑠−1種情況。 

 以此類推，𝑇𝑝𝑘
1 的對手一共會有(𝑝𝑘 − 𝑘)

𝑠−1種不同的情況，再

乘上剩餘的𝑛 − 𝑥匹馬隨意排列， 

|𝐴(𝑇𝑝1
1 , 𝑇𝑝2

1 ,⋯ , 𝑇𝑝𝑥
1 )| = (𝑛 − 𝑥)!𝑠−1∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)

𝑠−1
𝑥

𝑖=1
 

𝑅𝑛(𝑥) = ∑ |𝐴(𝑇𝑝1
1 , 𝑇𝑝2

1 ,⋯ , 𝑇𝑝𝑥
1 )|

1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

                                

= ∑ (𝑛 − 𝑥)!𝑠−1∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑠−1

𝑥

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

    依照𝑝𝑥是否為 n 得到遞迴式： 

           
𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
= ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)

𝑠−1
𝑥

𝑖=1
                        

1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

    = (𝑛 − 𝑥)𝑠−1 ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑠−1

𝑥−1

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥−1≤𝑛−1

+ ∑ ∏ (𝑝𝑖 − 𝑖)
𝑠−1

𝑥

𝑖=1
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛−1

 

 

      = (𝑛 − 𝑥)𝑠−1
𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!𝑠−1
                

 

在解𝑅𝑛(𝑥)一般式前，先解一個遞迴式。 
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{

𝐁(𝛼, 𝛽) = 0, 𝑖𝑓 𝛼 = 0

𝐁(𝛼, 0) = 1, 𝛼 ≠ 0
 𝐁(𝛼, 𝛽) = 𝑎𝛼𝐁(𝛼, 𝛽 − 1) + 𝐁(𝛼 − 1, 𝛽)

(𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑗) 

 

  我們猜測 

𝐁(𝛼, 𝛽) =∑
𝑎𝑖
𝛼+𝛽−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼

𝑖=1

 

  證明： 

1. 𝐁(0, 𝛽) = ∑
𝑎𝑖
𝛼+𝛽−1

∏ (𝑎𝑖−𝑎𝑗)
0
𝑗=1 𝑗≠𝑖

0
𝑖=1 = 0 

2. 證明：𝐁(𝛼, 0) = ∑
𝑎𝑖
𝛼−1

∏ (𝑎𝑖−𝑎𝑗)
𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼
𝑖=1 = 1 

(1) 當𝛼 = 2時， 

∑
𝑎𝑖
2−1

∏ (𝑎𝑖−𝑎𝑗)
2
𝑗=1 𝑗≠𝑖

=
𝑎1

𝑎1−𝑎2
+

𝑎2

𝑎2−𝑎1
= 12

𝑖=1 成立 

(2) 假設當𝛼 = 𝑘 ≥ 2時 

𝐁(𝛼, 𝛽) = ∑
𝑎𝑖
𝛼+𝛽−1

∏ (𝑎𝑖−𝑎𝑗)
𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼
𝑖=1 成立 

     則當𝛼 = 𝑘 + 1時， 

∑
𝑎𝑖
𝑘−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

= 1… (𝑎) 

𝑎𝑖
𝑎𝑖 − 𝑎𝑘+1

+
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖
= 1… (b) 

∑
𝑎𝑖
𝑘−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

∙ (
𝑎𝑖

𝑎𝑖 − 𝑎𝑘+1
+

𝑎𝑘+1
𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖

) = 1 

∑
𝑎𝑖
𝑘−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

∙
𝑎𝑖

𝑎𝑖 − 𝑎𝑘+1
+∑

𝑎𝑖
𝑘−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

∙
𝑎𝑘+1

𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖
 

=∑
𝑎𝑖
𝑘

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘+1
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

+
𝑎𝑘+1

∏ (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑙)
𝑘
𝑙=1

∙∑
𝑎𝑖
𝑘−1 ∙ ∏ (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑙)

𝑘
𝑙=1

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖)∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

…(∗) 
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    其中， 

∑
𝑎𝑖
𝑘−1 ∙ ∏ (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑙)

𝑘
𝑙=1

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖)∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑎𝑘+1
𝑘−1 

     證明如下： 

     令𝑓(𝑥) = ∑
∏ (𝑥−𝑎𝑙)
𝑘
𝑙=1 𝑙≠𝑖

∏ (𝑎𝑖−𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑎𝑖
𝑘−1𝑘

𝑖=1 ，則𝑓(𝑥)為 k-1 次多項式 

     而𝑓(𝑎𝑖) = 𝑎𝑖
𝑘−1 ∀𝑖 = 1,2, … , 𝑘；知𝑓(𝑥) = 𝑥𝑘−1 

                                           故𝑓(𝑎𝑘+1) =∑
𝑎𝑖
𝑘−1 ∙ ∏ (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑙)

𝑘
𝑙=1

(𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑖)∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

= 𝑎𝑘+1
𝑘−1  

    因此， 

(∗) =∑
𝑎𝑖
𝑘

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘+1
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘

𝑖=1

+
𝑎𝑘+1

𝑘

∏ (𝑎𝑘+1 − 𝑎𝑙)
𝑘
𝑙=1

 

=∑
𝑎𝑖
𝑘

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑘+1
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑘+1

𝑖=1

= 1                       

由數學歸納法得證 

將
𝑅𝑛(𝑥)

(n−x)!𝑠−1
的遞迴式及起始條件列出來，發現這遞迴式含括在剛剛

解出來的遞迴式中，𝑎𝑖 = 𝑖
𝑠−1。 

                            

{
  
 

  
 

𝑅𝑛(𝑛 − 1)

1!𝑠−1
= 1

𝑅𝑛(0)

𝑛!𝑠−1
= 1

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
= (𝑛 − 𝑥)𝑠−1

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!𝑠−1

 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
= ∑

𝑖(𝑛−1)(𝑠−1)

∏ (𝑖𝑠−1 − 𝑗𝑠−1)𝑛−𝑥
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=1

 

故多人賽局中 n 戰 x 勝以上的策略數： 

     𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1(−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

=∑∑
𝑗(𝑛−1)(𝑠−1)

∏ (𝑗𝑠−1 − 𝑘𝑠−1)𝑛−𝑖
𝑘=1 𝑘≠𝑗

𝑛−𝑖

𝑗=1

∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1(−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

 



19 
 

第 11 頁曾提及𝐁(𝛼, 𝛽) = ∑ 𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ 𝐶𝑖−1
𝛼−1 ∙

(−1)𝛼−𝑖

(𝛼−1)!

𝛼
𝑖=1  

其中，  {

𝐁(1, 𝛽) = 1

𝐁(𝛼, 0) = 1
𝐁(𝛼, 𝛽) = 𝛼 ∙ 𝐁(𝛼, 𝛽 − 1) + 𝐁(𝛼 − 1, 𝛽)

   

套用公式我們知道 

𝐁(𝛼, 𝛽) =∑
𝑎𝑖
𝛼+𝛽−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼

𝑖=1

 

而第 11 頁遞迴式中的𝑎𝛼 = 𝛼，所以 

𝐁(𝛼, 𝛽) =∑
𝑖𝛼+𝛽−1

∏ (𝑖 − 𝑗)𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼

𝑖=1

                    

=∑
𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ (−1)𝛼−𝑖

∏ |𝑖 − 𝑗|𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼

𝑖=1

 

=∑
𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ (−1)𝛼−𝑖

(𝑖 − 1)! (𝛼 − 𝑖)!

𝛼

𝑖=1

 

=∑
𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ (−1)𝛼−𝑖

(𝑖 − 1)! (𝛼 − 𝑖)!

𝛼

𝑖=1

 

=∑
𝑖𝛼+𝛽−1 ∙ 𝐶𝑖−1

𝛼−1 ∙ (−1)𝛼−𝑖

(𝛼 − 1)!

𝛼

𝑖=1

 

得證 
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有了前面兩個經驗，我們對這類賽局做個小整理。 

定義：𝑡𝑗
𝑖為集合{𝑝|𝑇𝑗

1 > 𝑇𝑝
𝑖}的元素個數，表示第一個人的第 j 慢馬在第

i 人的馬匹陣營{𝑇𝑘
𝑖}中的能力值。 

s 人 n 匹馬，且對於任意正整數 k 皆符合𝑇𝑛−1
1 < 𝑇𝑛

𝑘的話，便能列出

遞迴式。在此之前，先計算|𝐴(𝑇𝑝1
1 𝑇𝑝2

1 ⋯𝑇𝑝𝑥
1 )|的值： 

𝑇𝑝𝑗
1若要獲勝，則 

𝑇𝑆𝑝𝑘
2
𝑖 < 𝑇𝑝𝑗

1，𝑆𝑝𝑗
𝑖 = 1,2, … , 𝑡𝑝𝑗

𝑖 ，但其對手不得與𝑇𝑝1
1 , 𝑇𝑝2

1 , … , 𝑇𝑝𝑗−1
1

的對手相同，故𝑆𝑝𝑗
𝑖 有𝑡𝑝𝑗

𝑖 − (𝑗 − 1)種選擇。 

另外𝑛 − 𝑥匹馬的對手能隨意排列，再乘上(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1，所以 

                   |𝐴(𝑇𝑝1
1 𝑇𝑝2

1 ⋯𝑇𝑝𝑥
1 )| = (𝑛 − 𝑥)!𝑠−1∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗

𝑖 − 𝑗 + 1)
𝑥

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
 

限制𝑇𝑛−1
1 < 𝑇𝑛

𝑘是為了避免𝑡𝑗
𝑖有時會隨著 n 值變化；但只要符合這個條

件，𝑡𝑗
𝑖便為常數。在𝑡𝑗

𝑖為常數的情況下，我們便能依照𝑝𝑥是否為 n 得到

𝑅𝑛(𝑥)的遞迴式： 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
= ∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗

𝑖 − 𝑗 + 1)
𝑥

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

 

=∏ (𝑡𝑛
𝑖 − 𝑥 + 1)

𝑠

𝑖=2
∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗

𝑖 − 𝑗 + 1)
𝑥−1

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥−1≤𝑛−1

+ ∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗
𝑖 − 𝑗 + 1)

𝑥

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛−1

 

=∏ (𝑡𝑛
𝑖 − 𝑥 + 1)

𝑠

𝑖=2
∙
𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!𝑠−1
                            

 

若𝑡𝑛
𝑖 − 𝑥 + 1只由𝑛 − 𝑥決定的話，則可由之前得到的遞迴式化簡。 
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(二)、 雙人差 k 個等級 

如果兩人間的馬速排列符合𝑄𝑞+1 > 𝑇𝑘+𝑞 > 𝑄𝑞，那麼我們說他們之

間差𝑘等級。兩人對戰且雙方差 k 等級時，
𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛−𝑥)!
間具遞迴關係： 

若𝑝𝑥 = 𝑛，則𝑡𝑝𝑥 − 𝑥 + 1 = 𝑛 − 𝑥 − 𝑘 + 1，所以 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= (𝑛 − 𝑥 − 𝑘 + 1) ∙

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!
 

 

{
  
 

  
 
𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= 𝑎𝑛−𝑥

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!
𝑅𝑛(0)

(𝑛 − 𝑥)!
= 1

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
= 0 𝑖𝑓 𝑛 − 𝑥 = 0 

𝑖𝑓 𝑛 − 𝑥 ≥ 𝑘, 𝑎𝑛−𝑥 = 𝑛 − 𝑥 − 𝑘 + 1

𝑖𝑓 𝑛 − 𝑥 < 𝑘, 𝑎𝑛−𝑥 = 0
  

 

 
𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!
=∑

𝑎𝑖
𝑛−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝑛−𝑥
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=1
                                         

 = ∑
(𝑖 − 𝑘 + 1)𝑛−1

∏ [(𝑖 − 𝑘 + 1) − 𝑎𝑗]
𝑛−𝑥
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=𝑘
        

                                         = ∑
(𝑖 − 𝑘 + 1)𝑛−1

(𝑖 − 𝑘 + 1)𝑘−1∏ [(𝑖 − 𝑘 + 1) − (𝑗 − 𝑘 + 1)]𝑛−𝑥
𝑗=𝑘 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=𝑘
  

             = ∑
(𝑖 − 𝑘 + 1)𝑛−𝑘

∏ [(𝑖 − 𝑘 + 1) − (𝑗 − 𝑘 + 1)]𝑛−𝑥
𝑗=𝑘 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥

𝑖=𝑘
  

=∑
𝑖𝑛−𝑘

∏ (𝑖 − 𝑗)𝑛−𝑥−𝑘+1
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝑛−𝑥−𝑘+1

𝑖=1
                

        = ∑
𝑖𝑛−𝑘 ∙ (−1)𝑛−𝑥−𝑘+1−𝑖

(𝑛 − 𝑥 − 𝑘 + 1 − 𝑖)! (𝑖 − 1)!

𝑛−𝑥−𝑘+1

𝑖=1
 

            = ∑
𝑖𝑛−𝑘 ∙ 𝐶𝑖−1

𝑛−𝑥−𝑘 ∙ (−1)𝑛−𝑥−𝑘+1−𝑖

(𝑛 − 𝑥 − 𝑘)!

𝑛−𝑥−𝑘+1

𝑖=1
  

  繼續化簡後可以得到差 k 等級時 n 戰 x 勝以上的策略數一般式 

𝐴𝑛(𝑥) =∑ 𝑖𝑛−𝑘+1 ∙ 𝐶𝑗+𝑥+𝑘−1
𝑛 ∙

(𝑗 + 𝑘 − 1)!

𝑗!

𝑛−𝑥−𝑘+1

𝑖=1
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(三)、 多人差 k 個等級 

{𝑇𝑞
1}代表第一個人的 n 匹馬、{𝑇𝑞

2}代表第二個人的 n 匹馬、…。如

果第一個人分別差第二人、第三人、…、第 s 人，𝑘2、𝑘3、…𝑘𝑠個等級。

一場比賽中每人各出一匹馬，最快者得勝，那麼我們要計算第一個人獲

勝策略數之一般式。 

 

 

  (圖二) 

 

   令𝑡𝑞
𝑝為集合{𝑖|𝑡𝑞

1 > 𝑡𝑖
𝑝}的元素個數，那麼 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
= ∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗

𝑖 − 𝑗 + 1)
𝑥

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛

                                            

                        =∏ (𝑡𝑛
𝑖 − 𝑥 + 1)

𝑠

𝑖=2
∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗

𝑖 − 𝑗 + 1)
𝑥−1

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥−1≤𝑛−1

+ ∑ ∏ ∏ (𝑡𝑝𝑗
𝑖 − 𝑗 + 1)

𝑥

𝑗=1

𝑠

𝑖=2
1≤𝑝1<𝑝2<⋯<𝑝𝑥≤𝑛−1

 

=∏ (𝑡𝑛
𝑖 − 𝑥 + 1) ∙

𝑠

𝑖=2

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!𝑠−1
    

 

   第一人與第 i 人間差𝑘𝑖等級時，𝑡𝑛
𝑖 = 𝑛 − 𝑘𝑖，所以 

 

𝑅𝑛(𝑥)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
=∏ (𝑛 − 𝑘𝑖 − 𝑥 + 1) ∙

𝑠

𝑖=2

𝑅𝑛−1(𝑥 − 1)

(𝑛 − 𝑥)!𝑠−1
+

𝑅𝑛−1(𝑥)

(𝑛 − 𝑥 − 1)!𝑠−1
 

 

   這樣便可利用之前解得的遞迴式導出一般式。 

  

𝑠 = 4 

𝑘2 = 3 

𝑘3 = 2 

𝑘4 = 1 

如圖二的馬速排列中： 
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 三、 限制對手問題 

    

   在解問題 whc.194 的過程中，我們發現一個有趣的性質： 

令𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑝−𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

代表在𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手的前提下，田忌 n 戰

x 勝的策略數。設𝑊 ≡ 𝑝 − 𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑛)𝑛 ≥ 𝑊 ≥ 1，我們發現當𝑊值

相同時，不論 p 的大小，n 戰 x 勝的策略數都完全相同。 

為了證明這特別的性質，我們利用兩種不同的算法計算相同條件下

的策略數，移項後得到遞迴式，進而利用數學歸納法證明此性質並解得

一般式。 

我們將情況分為五種，一一討論： 

𝑝 = 𝑞、𝑝 = 𝑞 + 1、𝑝 > 𝑞 + 1、𝑝 < 𝑞且𝑞 ≠ 𝑛、𝑝 < 𝑞且𝑞 = 𝑛 

  (一)、 𝑝 = 𝑞 

     

 

         (圖三) 

(二)、 𝑝 = 𝑞 + 1且𝑞 ≠ 𝑛 

 

 

     (圖四)  

 

 

(三)、 𝑝 > 𝑞 + 1 

我們比較𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手的前提與𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手的前提，圖五： 

發

現

如圖三，除了馬少一匹外馬速排列與原本相等，

故𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥)。 

 

如圖四，此時的馬速排列亦與原本相等，但除了馬

少一匹外，𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手會得勝，所以剩下的

𝑛 − 1匹馬只需贏𝑥 − 1場，故 

𝐴(𝑛, 𝑥) |1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥)。 

 

(圖五) 
T1

Q1

Q2

T2

T3

T4

Q4

Q3 Q3

Q4

T4

T3

T2

Q2

Q1

T1 T1

Q1

Q2

T2

T3

T4

Q4

Q3Q3

Q4

T4

T3

T2

Q2

Q1

T1



24 
 

這兩個前提的差異只有一個─左側前提下，𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手時會

輸；右側前提下，𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手時會贏。所以𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1

不以𝑄𝑞+1為對手的策略數，會與𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞為對

手的策略數相等。 

𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞+1為對手的策略數，即為𝑇𝑝以𝑄𝑞

為對手的策略數減去𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手的策略數；

𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞為對手的策略數，即為𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對

手的策略數減去𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手的策略數。這裡

先計算𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手的策略數： 

當𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手時，我們先將𝑇𝑞+1、

𝑄𝑞+1移出我們的馬速排列中，即忽略藍色(圖五)的部分不看。

那麼𝑇𝑝是 T 方陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中第𝑝 − 1慢的馬；𝑄𝑞依舊

為 Q 方陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中第𝑞慢的馬，所以此時的策略

數為𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞−1(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝−1,𝑄𝑞

。 

   接著計算𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手的策略數： 

當𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手時，我們先將𝑇𝑞+1、

𝑄𝑞移出我們的馬速排列中，即忽略藍色的部分不看。那麼𝑇𝑝是

T 方陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中第𝑝 − 1慢的馬；𝑄𝑞+1為 Q 方陣營

剩下的𝑛 − 1匹馬中第𝑞慢的馬。又當𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手時會得一

勝，剩下的𝑛 − 1匹馬須得恰𝑥 − 1勝，所以此時的策略數為

𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞−1(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝−1,𝑄𝑞

。 

由於以𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞+1為對手的策略數，會與𝑇𝑝

以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞為對手的策略數相等，所以我們列出遞

迴式： 
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                                       𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |

p − 𝑞 − 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝−1, 𝑄𝑞
 

                           = 𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞 − 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞+1
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |

𝑝 − 𝑞 − 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝−1, 𝑄𝑞
 

 

  (四)、𝑝 < 𝑞且𝑞 ≠ 𝑛 

一樣是比較𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手的前提與𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手的前提： 

 

 

𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞+1為對手的策略數，會與𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對

手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞為對手的策略數相等。我們先計算𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手

且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手前提下的策略數為何： 

𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞+1為對手時，我們先忽略𝑇𝑞+1、

𝑄𝑞+1(圖六藍色部分)不看，則𝑇𝑝為其陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中

第𝑝慢馬；𝑄𝑞為其陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中的第𝑞慢馬，所以此

時的策略數為𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞+(𝑛−1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

 

    接著計算𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手的策略數： 

𝑇𝑝以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對手時，我們先忽略𝑇𝑞+1、

𝑄𝑞(藍色部分)不看，則𝑇𝑝為其陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中第𝑝慢馬；

𝑄𝑞+1為其陣營剩下的𝑛 − 1匹馬中的第𝑞慢馬，又𝑇𝑞+1以𝑄𝑞為對

手會得一勝，所以此時的策略數為

𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞+(𝑛−1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

 

由於以𝑇𝑝以𝑄𝑞為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞+1為對手的策略數，會與𝑇𝑝

以𝑄𝑞+1為對手且𝑇𝑞+1不以𝑄𝑞為對手的策略數相等，所以列出遞迴式： 
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                      𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞 + 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |

p − 𝑞 + (𝑛 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
 

                       = 𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞 − 1 + 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞+1
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |

𝑝 − 𝑞 + (𝑛 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
 

  (五)、 𝑝 < 𝑞且𝑞 = 𝑛 

首先說明𝑝 ≠ 1的情況： 

 

 此時我們比較𝑇𝑝以𝑄𝑛為對手的前提與𝑇𝑝−1以𝑄𝑛為對手的前提，

發現差別只發生在左側前提下𝑇𝑝−1與𝑄𝑝−1對戰會輸；右側前提下𝑇𝑝

與𝑄𝑝−1對戰會贏。所以𝑇𝑝以𝑄𝑛為對手且𝑇𝑝−1不以𝑄𝑝−1為對手的勝

敗策略數會與𝑇𝑝−1以𝑄𝑛為對手且𝑇𝑝不以𝑄𝑝−1為對手的勝敗策略數

相等。這裡一樣用扣的，所以先計算𝑇𝑝以𝑄𝑛為對手且𝑇𝑝−1以𝑄𝑝−1為

對手的策略數： 

 由於𝑇𝑝−1已以𝑄𝑝−1為對手了，所以先看另外的𝑛 − 1匹馬。𝑇𝑝成

為剩下𝑛 − 1匹馬中第𝑝 − 1慢的馬；𝑄𝑞成為剩下𝑛 − 1匹馬中第

𝑞 − 1慢的馬，所以此時的策略數會等同於

𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞+𝑛−1(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝−1,𝑄𝑞−1

。 

接著計算𝑇𝑝−1以𝑄𝑛為對手且𝑇𝑝以𝑄𝑝−1為對手的策略數： 

 由於𝑇𝑝已以𝑄𝑝−1為對手了，所以先看另外的𝑛 − 1匹馬。𝑇𝑝−1為

剩下𝑛 − 1匹馬中第𝑝 − 1慢的馬；𝑄𝑛成為剩下𝑛 − 1匹馬中第𝑞 − 1

慢的馬。不過𝑇𝑝以𝑄𝑝−1為對手時會得一勝，所以此時的策略數會等

同於𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |𝑝−𝑞+𝑛−1(𝑚𝑜𝑑 𝑛−1)
𝑇𝑝−1,𝑄𝑞−1

。所以列出當𝑝 < 𝑞且𝑞 = 𝑛, 𝑝 ≠ 1

的遞迴式： 
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 𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞 + 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) |

𝑝 − 𝑞 + (𝑛 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝−1, 𝑄𝑞−1
 

= 𝐴(𝑛, 𝑥) |
𝑝 − 𝑞 − 1 + 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝−1, 𝑄𝑞
− 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥 − 1) |

𝑝 − 𝑞 + (𝑛 − 1)(𝑚𝑜𝑑 𝑛 − 1)

𝑇𝑝−1, 𝑄𝑞−1
 

 

接著說明𝑝 = 1的情況： 

 現在比較兩組馬速排列分別為： 

𝑇1 < 𝑄1 < 𝑇2 < ⋯ < 𝑇𝑛 < 𝑄𝑛 

𝑄′1 < 𝑇′1 < 𝑄′2 < ⋯ < 𝑄′𝑛 < 𝑇′𝑛 

對於某個策略𝑆1, 𝑆2, … , 𝑆𝑛，其勝利數分別為： 

|𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖| = |𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖, 𝑖 > 2| 

|𝑖|𝑇′𝑆𝑖 > 𝑄′𝑖| = |𝑖|𝑇
′
𝑆𝑖
> 𝑄𝑖, 𝑖 < 𝑛| + 1 = |𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖| 

= |𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖, 𝑖 > 2| + 1 = |𝑖|𝑇𝑆𝑖 > 𝑄𝑖| + 1 

所以第一列馬速排列下獲得 x 勝的策略數與第二列馬速排列下獲

得𝑥 − 1勝的策略數相等。 

觀察𝑇1以𝑄𝑛為對手時剩下𝑛 − 1匹馬的馬速排列，此時 

𝑄1 < 𝑇2 < 𝑄2… < 𝑄𝑛−1 < 𝑇𝑛 

所以其策略數即為𝐴(𝑛 − 1, 𝑥 − 1)，加上情況(一)的結果，可以得

知當𝑊 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時， 

𝐴(𝑛, 𝑥) |
1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)

𝑇𝑝, 𝑄𝑞
= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥 − 1) 
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證明當𝑤1 ≡ 𝑤2(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時， 

𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑤1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝1 ,𝑄𝑞1

= 𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑤2(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝2 ,𝑄𝑞2

： 

1. 當𝑤1 ≡ 𝑤2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時， 

𝐴(𝑛, 𝑥) |1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝1 ,𝑄𝑞1

= 𝐴(𝑛, 𝑥) |1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝2 ,𝑄𝑞2

= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥 − 1)  

2. 假設當𝑤1 ≡ 𝑤2 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時， 

𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝1 ,𝑄𝑞1

= 𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘
(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝2 ,𝑄𝑞2

恆成立，則當𝑤1 ≡ 𝑤2 ≡ 𝑘 +

1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)時， 

(a). 𝑝1 − 𝑞1 ≡ 𝑘 + 1 ≡ 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

則𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝1 ,𝑄𝑞1

= 𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝2 ,𝑄𝑞2

= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥) 

根據情況(二)的結果。 

(b). 𝑝1 − 𝑞1 ≡ 𝑘 + 1 ≠ 𝑛(𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

由於不論 p, q 的值，𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

之值都相等，所以我們令

𝐴(𝑛, 𝑥)|𝑘 = 𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

，那麼不論𝑝 > 𝑞 + 1、𝑝 < 𝑞都可列出一

樣的遞迴式，於是 

                      𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘+1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

= 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥)|𝑘 + 𝐴(𝑛, 𝑥)|𝑘 − 𝐴(𝑛 − 1, 𝑥 − 1)|𝑘  

                                = 𝐴(𝑛, 𝑥) |𝑘+1(𝑚𝑜𝑑 𝑛)
𝑇𝑝,𝑄𝑞

  

以數學歸納法得證 

這樣便證明這特別的性質了。最後是它的一般式，只要從遞迴式著

手並不難解，這裡僅列出結果 

𝐴(𝑛, 𝑥)|𝑘 = 

∑∑𝐴(𝑛 − 𝑖, 𝑥 − 𝑗) ∙ 𝐶𝑗
𝑖 ∙ 𝐶𝑖

𝑘−1 ∙ (−1)𝑗
𝑖

𝑗=0

𝑘−1

𝑖=0
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伍、 結論 

 

我們解決了兩個很有意思的問題，分別為孫先生提的「田忌賽馬問題的

推廣(2008)」以及「三角階層數 Triangle of central factorial 

numbers(2012)」，並且研究了些不同馬速排列下的勝敗策略數： 

一、 雙人及多人賽局(馬速遞增) 

 

 

二、 雙人及多人賽局(差 k 等級) 

 

 

 

三、 雙人賽局(交錯排列且限制對手) 

 

 

 

另外，還有計數方式 

𝐴𝑛(𝑥) =∑𝑅𝑛(𝑖) ∙ 𝐶𝑥−1
𝑖−1 ∙ (−1)𝑖−𝑥

𝑛

𝑖=𝑥

 

以及特定類型的遞迴陣列公式解 

 

{

𝐁(𝛼, 𝛽) = 0, 𝑖𝑓 𝛼 = 0

𝐁(𝛼, 0) = 1, 𝛼 ≠ 0
 𝐁(𝛼, 𝛽) = 𝑎𝛼𝐁(𝛼, 𝛽 − 1) + 𝐁(𝛼 − 1, 𝛽)

(𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑗) 

𝐁(𝛼, 𝛽) =∑
𝑎𝑖
𝛼+𝛽−1

∏ (𝑎𝑖 − 𝑎𝑗)
𝛼
𝑗=1 𝑗≠𝑖

𝛼

𝑖=1

 

 

可以幫助我們解決這類型的賽局問題，或是其他組合問題。 
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