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壹、 研究動機 
 

午後抱持快樂的心情寫數學時，看到了講義中有一題題目十分有趣： 

 

 

 

 

【引理】 

 若△   之外心為 ， 

    則                                     

【引理證明】 

 作        交     外接圓於  

                     是直徑               垂心  

所以               

 又                    是直徑                垂心  

所以               

      是平行四邊形 

                                

  展開                     
 

 
                     

                                       

 【證明】 

  由引理得知   
             

             
             

          

 令   
             

             
             

                    

     
                       

               
                       

                       

      
               

             

同理    
               

                 
               

                 
               

             

 

   、  、  、  到 的距離都是  

 

   、  、  、  四點共圓，圓心為 ，半徑為    
          ，得證 

由此激發出了我對”垂心四邊形”的熱情。從題目中我知道圓內接四邊形的垂心

四邊形會四點共圓，既然圓內接四邊形有這樣的性質，那麼其他的四邊形會是如

何呢?甚至作 n階垂心四邊形又會是什麼狀況呢?這引領了我繼續探索這個未知

的世界。 

 

 

 

平面上不共線但共圓四點  、  、  、  ，今做三角形      之垂心  ， 

同理做出  、  、  ，試證明  、  、  、  四點共圓 



貳、 研究目的及研究問題 

一、垂心、外心、尤拉線四邊形的定義與存在唯一性 

二、垂心四邊形的基本性質(面積、雙曲線、凹凸性) 

三、外心四邊形的基本性質(面積比、凹凸性、順逆序、位似變換) 

四、尤拉線四邊形(定義、面積比、退化性) 

 

 

 

           參、研究設備及器材 

紙、筆、電腦、GSP(The Geometer’s Sketchpad ver.4.06)、Microsoft Office Word 

 

                    

 

 

 

                   肆、研究過程或方法 

一、定義 

(一) 四邊形： 

1. 定義平面上任意不共線四點所構成的集合稱為            

2. 記              或  為對角線互相垂直的四邊形 

(二) 垂心四邊形：   

1. 平面上任意不共線四點 ，任三點作垂心，得到四個垂心，稱為垂心四

邊形    定義     為原四邊形 、       為二階垂心四邊形，記為

     。 

2. 定義： 、      ，           ，這些點落在唯一的等軸雙曲線，稱

為 。特別規定相交兩直線為 的一種特例。 

(三) 外心四邊形：平面上任意不共線四點 ，任三點作外心，得到四個外心，

稱為外心四邊形    ，定義     為原四邊形 、       為二階垂心四邊

形，記為     。 

(四) 尤拉線四邊形：平面上任意不共線四點 ，作    與    的同比例內外

分點，得到尤拉線四邊形     ，其中比例 滿足    
                    

             

二、垂心四邊形 

(一)     的存在性與唯一性 

1. 對於所有 ，    存在 

【證明】 

因三角形必有垂心，因此只要證明    中任兩點不重合即可。 



反證    中兩點  、  重合，由定義  是三角形   的垂心，  是三角形

   的垂心。由垂心組的性質知道 是三角形    的垂心，B是    的垂

心，由反證假設  、  重合，由此可知    、    重合， 、 重合，矛

盾。 

2. 由初等幾何我知道任三點必可形成唯一垂心，故  唯一。 

(二)     存在性的構造 

1.  不為   

【引理】   三點在 上，若且唯若其垂心亦在 上 

【引理證明】 

設有一雙曲線    ，雙曲線上有任意三點     
 

  
       

 

  
       

 

  
  

 

由垂心定義易知                                    
 

  
  

 

  
 

 

  
    

           
 

  
  

  

    
                  

同理                                  
 

  
  

  

    
                  

                                            
  

      
    

         
  

      
            

  
      

  
  代回             

      
      

  
 

 

  
  

  

    
         

  

      
  

   

      
 

     符合方程式 

【證明】利用構造法，取 中四點與    中任一點，以這五點作圓錐曲線，

由於這條曲線滿足某三點的垂心亦在這條曲線上，故該曲線為等軸雙曲線。 

2. 對角線互相垂直的   

【證明】兩對角線即為  

(三)     的唯一性 

1.  不為   

【證明】假設有相異兩等軸雙曲線 、  分別過 、  ， 、  。 

即 不過  ，但取在 上的 中的三點   ，由垂心四邊形的定義，這三點的

垂心為  ，再由題設  不在 上，但這與雙曲線定理矛盾。因此得到 與  相

同，唯一性得證。 

2.   的情形 



兩對角線已經直接確立雙曲線的唯一性。 

(四) 座標表示 

由上文引理證明可看出     
 

  
       

 

  
       

 

  
 的垂心位於

 
   

      
 
      

  
  

(五) 逆變換的構造 

可否找到一種變換關係   ，使得            

因為我發現     會在 上，故推測      在 上 

【證明】 

假設有  在  上，而有        

因為  在  上，其垂心四邊形 也應在  上，但由題設 在 上，矛盾！ 

因此  必在 上 

     設           ，其中     
 

 
 以此類推 

     考慮集合            ，其中     
 

 
 以此類推 

     作   的垂心       
  

   
 
   

   
 以此類推 

令        

得到 

 
  

   
   

 
  

   
   

 
  

   
   

 
  

   
   

四式相乘得到 

     
  

       
 

      
  

    

 

 

與以上四式分相乘可得到 

       
  

    

 

 



    
  

    

 

 

類似構造出 、 、 ，我可驗證        

所以我找到一組在雙曲線上的解  ，滿足        

而 、 、 、 、 皆唯一，故 、 、 、 唯一，即  唯一 

我定義         為 的逆變換 

 

(六) 變換關係 

對於平面上所有 可找到    ，故    為嵌射，且亦可找到      ，故為    

為蓋射，因此，    為一一對應的變換關係。 

(七) 基本性質與定理 

1. 垂直定理 

                 

【證明】 

由定義  為    的垂心，故         為其中一垂線垂直於       

2. 面積定理 

 與    的面積必相等 

【證明】 

由前之討論得知，任 與    必在唯一之  上，假設其經平移旋轉後  為  

  ， 

四點座標為    
 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
  

可得到    ，四點座標分別為   
    

    
 
     

  
  

   
    

    
 
     

  
     

    

    
 
     

  
     

    

    
 
     

  
  

 

其中          
 

  

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 



          
 

 
 

 

    

    

     

  
 

    

    

     

  
 

    

    

     

  
 

 

 

 
 

 
 
  

 
 

 

    
      

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

           

(八) 凹凸四邊形定理 

1. 分布情形的定義 

由 與    所定義的 上有兩支，我定義     分布為有 個點落在其中一支，有

 個點落在另一支的狀況。 

2. 討論分布情形與凹凸性的關係 

         
 

 
 

  

 
  

  
        

 

 
是凸函數 

所以
           

   
   

     

   
  

(1)     分布時，四點必形成凸四邊形 

【證明】 

設    
 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
 是     分布的四點 

不失一般性設           

      上任取一點        ，作      交      於             

因為      是凸函數，所以        

        上、        上的點也有相同的結果， 

所以在      上不可能存在        ，使該點落在    內。 

所以      上任一點          皆會落在      外，因此我得

到 在    外，  在    外、 在    外、 在    外， 

故    為凸四邊形 

 

(2)      分布 凹四邊形 

【證明】 

設    
 

 
 在一半支，    

 

 
      

 

 
      

 

 
 是另一半支上的三點， 

不失一般性設          

因為    是凸函數，所以 點在        下方， 

又
 

 
 

 

 
   

 

 
， 

所以 在        上方、       ，所以C在        右方， 



故C在    內，四邊形    為凹四邊形 

  

假設 、 、 、 在雙曲線上，且 D在    之內 

已知若 、 、 落在同一半支，則    內沒有任何一點落在雙曲

線上 

所以 、 、 中至少有一點位於不同支 

假設       ，  點在        左上、        左下、        右下 

        左上             

        左下             

        右下              

                                                    

三式取交集得     ，此時   ， 、 、 位於同一支 

 

(3)     分布為凸四邊形 

【證明】 

設    
 

 
 、    

 

 
 在一半支，    

 

 
 、     

 

 
 是另一支上的兩

點，不失一般性設         ，則由前一推論    必不為

凹四邊形，故    為凸四邊形 

 

3. 討論作垂心四邊形後是否改變分布情形 

由等軸雙曲線公式：若有四點 

    
 

 
      

 

 
      

 

 
      

 

 
  

可得到其垂心   
   

   
 
    

 
  

記     分布為  ，     分布為  ，故  的分布情形等同於 、 、 

的分布情形相乘取負號。 

若 、 、 各為     分布，  則為                  位於      

若 、 為     分布； 為     分布， 

  則為                   位於      

所以 

(1)     分布情形中任取三點形成三角形必為     分布，其垂心皆為

     ，故其垂心四邊形為     分布 

(2)     分布情形中任取三點形成三角形有三種     分布，一種     分布，

因此其垂心四邊形的四個頂點有三個點落在     ，一個點落在    )，

故其垂心四邊形為     分布 

(3)     分布情形中任取三點形成三角形有兩種     分布，兩種     分布，



因此其垂心四邊形的四個頂點有兩個落在     ，另外兩個點位於     ，

即     分布。 

由上述證明知道四邊形經垂心四邊形變換後不影響分布情形，又已知分布情

形一一對應到凹、凸四邊形的其中一種，因此得證凸凹四邊形作垂心四邊形

後依然保有其凹凸性。 

 

三、外心四邊形 

(一)     的存在性與唯一性 

由初等幾何知任意不共線三點決定唯一外心，故只要說明    中四點皆相異

即可。以下進行討論： 

【討論】  

1.  存在性：存在    ，使 ：       

顯然若 為圓內接四邊形，記為  ，則    退化為一點 

假設    而有  、  重合 

則    、    的外接圓重合，即 、 、 、 四點共圓，矛盾！ 

若    中， 中任三點不共線，而    有  、  、  共線 

則    
              、    

              ，但    
            

       ，故             。矛盾！ 

故得到    的存在性。 

2. 唯一性：由初等幾何知任意不共線三點決定唯一外心，又已知    必

存在，故    必唯一。 

3. 逆變換：對於所有 ，存在唯一    ，使 ：       

那是否對於所有 ，存在      ，使 ：        ，這個問題我在下

文另外作討論。 

 

(二) 基本性質 

1. 垂直性質：    
                     

【證明】由定義，  為    的外心，故     
                       。 

同理     
                       ，故    

           垂直         

2. 角度性質：               

【證明】 

依圖： 



 

 

因淺藍色的四邊形中，兩直角和為對角和  ，因此另兩角的和亦  ，

即 

               

同理 

                

                

                

再對其一階、二階外心四邊形使用角度定理，因此 

                

                      

故 

                

其他邊同理，因此我得到原四邊形對應角和二階外心四邊形的對應角相

等。 

3. 長度性質：    
       ：    

               ：        

【證明】 

由角度性質              ，即               

                   

故    
       ：    

       =        ：        

4. 順逆序性質 

 與    的順反序排列相反 

設有   、 、 、 ，其中 、 、 、 為逆序排列 

若我所取的角度皆為有向角 

則    、    、    、    皆為負角 

我作 、 中垂線   過  中點   ，其中則  、  必在   上 

視 為旋轉中心，而將 順時針旋轉至  

又           
        

因此    
       與    

       的交角即為        與        的交角 

因此      =         ，或其補角，差別在於 S與    的順反序問題，



於是我對順反序作討論，以驗證 

      =          

定義   為 、 中點，   為 、 的中垂線 

視 、 為將 A沿 B順時針旋轉後再行縮放的結果 

一開始我將問題簡單化，即不考慮縮放 

討論                    時的情形 

依題設順序，                 

                、       、       落在以 為圓心以
 

 
          為半徑的圓 上 

   即為 O的切線，交   於  ，交   於   

顯然     
               

         ，     
               

          

即  在     
         內，  在     

         內 

所以       為正角，故    為順序 

① 當                    時 

(I)               

作             後，將 逐漸延長，則   沿      的方向平移   

即    
       延   

      方向平移，設      時   過  ，則  、  、  共

點 

此時 S為圓內接四邊形 

若      ，顯然       仍為正角，保有順反序性 

      ， 為無順反序性問題 

      時，       仍為正角，保有順反序性 

(II)               

討論類似於(I)，同理保有順反序性 

我已證當             時，      的取值無關於順反序(          

所以接著討論      與      大小的影響： 

不失一般性設                 

設      時，  、  、  重合為一點，此時 為圓內接四邊形 

與上述證明類似，可得到       仍為正角，保有順反序性。 

因此得到 S與    的順反序是相反的 

(五) 凹凸四邊形 

設凹四邊形 中，       

由角度定理：               

           為凹四邊形 

(六) 面積比定理 

1. 同四邊形內的對應三角形有相同面積比 

設有 與     

考慮    與    的面積比 



         

         
 

             

             
 

 
    
       

    
       

 
       

       
 

再考慮      與      的面積比 

由角度定理，       =    ；       =     

         由長度比定理：
    
       

    
       

 
       

       
 

再由正弦定理       ：              ：       

            

            
 

    
                 

    
                 

 
    
              

    
              

 
               

               

 
              

              
 

         

         
 

可發現 

            

         
 

            

         
 

將四條等式列出，再利用合分比定律得到 

              

          
 

          

       
 

 

2. 不同階數四邊形的對應三角形有相同面積比 

【證明】 

若有一四邊形     

                                  

原面積               

            
 

 
             

  

 
                        

 
 

 
 
 

 
                       

 

 
                       

        

 
 

   
                                           

        
 

   
                     

令   為第 階與第 階外心四邊形的面積比 

    

 
                       

            
 

 

 
 
          

  
 



    
 

 
 
              

          
 

 

 
 
 
 
 

            

          
 

          

   

     

 

∵            

 
 

 
                                             

 
 

 
                                     

                             
 

 
           

      3.定三角形圖形與次擺線 

將於下文圓內次擺線中討論 

   4.平行邊截相同面積比  

【證明】 

若        上有一點           上有一點  ，使                       ，則    的面積比

         的面積比 

原面積比  
          

   
 

後面積比    
            

   
 

                                令                           

    
            

   
 

     
 
     

 
     

 

   
 

          

   
   

 

若        上有一點           上有一點   使                       



令                    

則   
     

   
 

  

   
     

     

   
 

  

   
  

則   
 
     
    

     
        

 

  
 

      
  

              

      

 
          

   
   

故得證，若    與        對應邊平行，則有相同四邊形面積比 

(七) 二階位似 

1. 即        

【證明】 

設    為任意的非圓內接四邊形 

由角度定理： 

                

                

我知道原四邊形與二階外心四邊形相對應角度相等，於是兩四邊形相似 

2. 將外心四邊形與其二階外心四邊形的相對應頂點連線會共點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我先證原四邊形及其二階外心四邊形的對應線段互相平行： 

  已知   的外心為  、     的外心為  ，令      中點為  

則易知 、  、  三點共線，即      的中垂線 



故    
               

二階同理得到      
               

        

故              
           

原四邊形及其二階外心四邊形的角度相等，且互相平行，故由笛沙格定

理知道其相對應頂點連線會共點    

3. 設 階外心四邊形與第     階外心四邊形的相對應頂點連線共點於  ，

則  、  、 、  重合。 

 

 

(八) 逆變換構造 

因為 與     的位似中心會與    及      的位似中心重合，因此我對於

一般的 ，找到其    及 ，並利用    及      的面積比關係找到      

的位置，而這種構造方式可以由下一階外心四邊形的存在、唯一性確定下

來。 

四、圓內次擺線 

(一) 定義與基本性質 

1. 定義： 



平面上有一小圓內切於一大圓，當小圓在大圓內滾動時小圓內部或外部的一

點所形成的軌跡即為圓內次擺線，該點到小圓圓心與小圓半徑的比值為  

2. 當小圓外部的點落在擺線自相交的點時，大圓滾動的角度        

 
 

 

【證明】 

圓內次擺線的比值若為 ，      ，即曲線自相交於三點，則令         

 

若  、  在 軸上之投影點分別為 、  

由原始比值為  ，即                            

則角度 滿足     
 

 
，證明如下 

          

 
       

 
    

 

        
 

 
      

              
 

 
      

      
 

 
          

 

 
 

 

 

3. 當   時圖形為一圓，   時圖形為圓內擺線，   為玫瑰線，   



時圖形內自相交的點會落在大圓上，   時圖形與外切於大圓 

 

 

(二) 外心四邊形等面積定理 

擺線中自相交的三點及擺線上任意其他點所構成的四邊形，其外心四邊形與

原四邊形的面積比為定值 

 

(三) 尤拉線四邊形等面積定理 

擺線中自相交的三點及擺線上任意其他點所構成的四邊形，其 尤拉線四邊

形與原四邊形的面積比為定值 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

一、尤拉線四邊形 

(一) 定義： 

設有四邊形    ，其中   的外心為  垂心為  ， 

則作一點  使    
                    

            ，同理作出        ， 

我就定義四邊形        為四邊形    的 尤拉線四邊形。 

 

 

連接    垂心與外心，取直

線上比例為 的分點，此點為

  。 

用同樣的比例同理作出

  、  、  ，於是得到尤

拉線四邊形         

 



 

1. 退化情形： 

在非圓內接四邊形的情況中，存在兩個 ，使得作出的尤拉線四邊形面積比    

 

對於任一四邊形，當取不同的

尤拉線比 時，會有不同的四

邊形 

第一種情形，此時        



 

 

 

 

 

 

第二種情形，此時       

將這兩種情形疊合在同一張

圖上，我發現這兩種退化情形

互相垂直。 



 

 

 

 

 

 

作出四邊形及其垂

心四邊形所在的等

軸雙曲線 

發現這兩種退化情形和等軸

雙曲線的漸近線平行 



 

 

2. 發現若取一垂心組作其尤拉線四邊形，則存在一 ，使得尤拉線四邊形退

化為一點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

伍、研究結果 

（一） 垂心四邊形 

1. 等軸雙曲線定理：四邊形及其垂心四邊形必會落在唯一的等軸雙曲線上 

2. 面積相等定理：四邊形及其垂心四邊形的面積相等 

3. 凹凸四邊形定理：凹四邊形的垂心四邊形亦為凹四邊形；凸四邊形的垂

心四邊形亦為凸四邊形。 

（二） 外心四邊形 

1. 面積比相等定理：四邊形及其下一階外心四邊形的面積比相等 

2. 位似變換定理：偶數階外心四邊形、奇數階外心四邊形彼此呈位似變

換關係，且此兩種情形有相同的位似中心 

3. 角度定理： 

                

（三）圓內次擺線 

1. 外心四邊形等面積定理：圓內次擺線自相交的三點及圓內次擺線的任

意點可構成一個四邊形，作其外心四邊形，則這些四邊形的面積比都

是相同的 

2. 尤拉線四邊形等面積定理：圓內次擺線自相交的三點及圓內次擺線的

任意點可構成一個四邊形，作其尤拉線四邊形，則這些四邊形的面積

比都是相同的 

（四） 尤拉線四邊形 

1. 退化情形：一般的四邊形有兩種退化情形 

2. 面積比： 、 、 、 、 、 的關係 

     
 

 
 

  
 

 
    

 

 
 

 

 
  

 

 

 

 

 



 

 

陸、討論與結論 

垂心四邊形的部份，我透過等軸雙曲線的協助發現以及證明了許多有趣的性質，

而在外心四邊形的部份，我也利用了垂直性質、角度性質以及長度比性質解決了

許多的問題。但在尤拉線四邊形的部份，由於沒有較明顯的基本性質，因此我在

證明的方面遇到了許多困難。雖然如此，我仍然對於尤拉線四邊形及圓內次擺線

的關係有進一步的推論。 

面積比的部份，我透過 gsp 軟體得到一些結果如下： 

(一) 發現若擺線比變動時，面積比 的倒數與擺線比 的關係為
 

 
 

 

 
    (當 

     ，而當       時
 

 
  

 

 
     

 

(二) 將面積比對尤拉線四邊形作推廣：我定義面積比為下一階四邊形與上一階四

邊形的面積比例，不同的是，我這次取的是有向面積。 

將面積比對尤拉線比 作圖，我得到以下的圖形： 



 

 

當   時，為垂心四邊形，其面積比恆=1 

當  
 

 
時，為重心四邊形，其面積比恆  

 

 
 

而其他的 e所對應的面積比所形成的圖形為類似此種情形的拋物線 
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