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摘要 
沉澱於液體底部的溶質擴散後，在鉛直面上會呈現濃度不均的現象。本研究利用雷射光

折射後的偏移量特性，來觀察溶液經擴散後濃度對高度的關係。我們觀察 30 天內六種溶質在

不同擴散條件的濃度分布。實驗結果顯示：(1)不同溶質間存在著類似的擴散模式；(2)擴散模

式劃分為兩類。為探討上述兩種擴散模式，我們修正擴散理論並用以比對實驗結果，發現公

式中溶質的擴散係數亦分為有無離子團兩類，有離子團的溶質擴散係數較小，無離子團的溶

質擴散係數較大。因此我們進而提出分群理論，以解釋為何擴散係數分兩種。最後，為了得

到更長時間的濃度分佈情形，我們利用擴散理論的推論結果和實驗測得的擴散係數做數值模

擬，得到千萬年以後的濃度分佈，並發現其最終態為波茲曼分佈。 

 

壹、 研究動機 
某次化學實驗結束以後，匆忙的離開實驗室留下未處理的硫酸銅水溶液。然而這個意外，

使得靜置於實驗室的硫酸銅溶液驚訝了下次進實驗室的我們(圖(1))。硫酸銅從底部深藍到頂

部的無色使我們感到意外，就常理會認為溶液應該會溶解硫酸銅直到飽和溶液，而不是有濃

度與高度特殊的分布關係。這個令人意外的結果引發我們的興趣，便開始了溶質在溶液中的

濃度分布研究。 

 

 
圖(1) 硫酸銅的擴散  
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貳、 研究目的 
1. 觀察同種溶質在不同時間擴散，濃度與高度之分佈情形。 

2. 觀察不同溶質在相同時間擴散，濃度與高度之分佈情形。 

3. 提出模型解釋擴散的模式分為兩群現象。 

4. 測量擴散係數，並以數值模擬推測長時間的濃度分布情形。 

 

 

參、 研究設備器材 

 
圖(2) 實驗儀器圖 

 

儀器：大三稜管 5 個(60˚-60˚-60˚)、小三稜管 1 個(60˚-60˚-60˚)、玻璃棒、綠光雷射筆、雷

射水平儀、尺、量角器、分度吸量管。 

 

 

溶質：NaCl、KCl、KNO3、Urea(尿素，NH4CONH4)、Na2SO4、Na2CO3、MgCl2、純水。 
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肆、 研究過程與結果 
一、前置實驗一：測量濃度與偏移量的關係 

(一) 實驗原理 

1. 折射率與偏移量的關係 (此處僅附簡單推導，詳細見附錄) 

由於無法直接測量濃度的大小，因此我們決定利用光的折射現象。我們設計

了一根三稜管，而圖 3、4 中的三角形即為三稜管的俯視圖。 

 

將平行光束射入裝有液體的三稜管中，可以得到以下結果： 

(a) 如圖(3)，設入射角𝛼，折射角𝛽，液體折射率𝑛，                       

則： 

𝑠𝑖𝑛𝛼 = 𝑛𝑠𝑖𝑛𝜃 

𝑛𝑠𝑖𝑛𝜃′ = 𝑠𝑖𝑛𝛽 

𝜃′ = 90 − (180° − 60° − (90° − 𝜃)) = 60° − 𝜃 

   整理可得 

𝑠𝑖𝑛𝛽 = 𝑠𝑖𝑛60°√𝑛2 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠60° 

 

 
圖(3) 光束射入裝有液體三稜管 

 

(b) 如圖(4)，入射光線固定與牆壁垂直。設三角形底邊垂直牆壁，折射光

線與水平線夾角為𝛽′，偏移量𝑥，三角形與牆壁距離𝑑，則： 

𝛽′ = 𝛽 − 30° 

𝑥 = 𝑑𝑡𝑎𝑛𝛽′ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     

         圖(4) 入射光線固定與牆壁垂直 
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由(a)、(b)可知： 

𝑥 = 𝑑𝑡𝑎𝑛(𝑠𝑖𝑛−1(𝑠𝑖𝑛60°√𝑛2 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼 − 𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠60°) − 𝛼) 

或 

𝑛 = √(
𝑠𝑖𝑛 (𝑡𝑎𝑛−1(

𝑥

𝑑
)+𝛼)+𝑠𝑖𝑛𝛼 𝑐𝑜𝑠60°

𝑠𝑖𝑛60° )2 + 𝑠𝑖𝑛2 𝛼 …  .    ……(公式 1) 

此即溶液折射率對雷射光偏移量的關係式。 

2. 濃度與折射率關係 

測量已知濃度溶液的折射率，做出足夠樣本數後可求出其濃度與折射率之經

驗方程式。在接下來的實驗我們便可由測量折射率來反推未知溶液之濃度。 

 

(二) 實驗步驟 

1. 將三稜管與牆壁取適當距離並記錄其距離，並固定雷射筆所產生的點光源以

60 度入射三稜管。 

2. 在三稜管放置純水後，利用電子秤取定量溶質並倒入三稜管。計算溶液莫爾

濃度後，測量牆面偏移量。 

3. 利用上述推導公式 1 求得折射率後，將折射率與莫爾濃度換算出該溶質濃度

與折射率的經驗方程式。 

 

(三) 實驗結果 

換算折射率與已知莫爾濃度後，我們發現濃度與折射率有高度線性關係(圖(5))。

因此我們在往後的實驗都以直線方程式作為經驗方程式之模型。 

 

各溶質莫爾濃度對折射率的經驗關係式： 

NaCl      ∶ CM  =  135.1n −  179.7 

KCl      1. : CM  =  129.5n  −  172.2 

KNO3     ∶ CM  =  127.4n  −  169.5 

Urea      ∶ CM =  181.6n  . −  241.6 

Na2SO4. : CM  =  58.20n  −  77.40////d..            

Na2CO3 ∶ CM  =  49.46n . −. 65.78 

 MgCl4 …: CM  =  58.20n . − .77.40                                 (公式 2) 

  
圖(5) 不同溶質折射率與濃度關係 
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二、前置實驗二、不同高度之水柱對 NaCl 分布的影響 

(一) 實驗原理：同實驗一。 

(二) 實驗器材：同實驗一。 

(三) 實驗步驟： 

1. 取 5 個三稜管放入適量的 NaCl，分別以分度吸量管緩慢注入 5、10、15、20、

25cm 之水柱。 

2. 將三稜管以包鮮膜封口後置於恆溫槽中靜置約 7 天，使之自然擴散。 

3. 7 天後取出並重複實驗一之測量步驟。 

(四) 實驗結果： 

圖(6)顯示不同水柱高度下擴散情形，並將數據繪成圖(7)。觀察發現，液面的邊

界會影響濃度分布(5cm)，而液面高度不會影響到濃度分布。因此在往後的實驗

我們就以溶液 20cm 為實驗方法，且三稜管上端可以視為無邊界。 

 

 

    
10cm 15cm 20cm 25cm 

 

圖(6) NaCl 在不同水柱高度下擴散 
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圖(7) NaCl 在不同水柱高度下擴散曲線 
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三、實驗一、測量各溶質在不同時間之濃度分布 

(一) 實驗器材 

1. 線光源的產生 

由實驗原理可以知道，可利用偏移量測得到某一高度的莫爾濃度。但若要測

量整管未知濃度溶液的折射率必定要一點一點的利用雷射光檢測，因此我們

利用雷射筆點光源透過玻璃棒以後產生的線光源(圖(8))照射三稜管。然而產

生的線光源不一定為平行光，光線與三稜管壁在鉛直的方向會夾 θ 角，而此

夾角將會影響到屏幕上的偏移量。若將玻璃棒與三稜管距離拉遠(本實驗距離

約 20m)即可將入射三稜管的光線視為平行光而在鉛直方向上垂直入射管

壁。 

 

 
圖(8) 雷射光經過玻璃管形成散狀光源例圖 

 

 

2. 實驗架構 

入射的平行光透過三稜管折射後會在屏幕上(牆壁)呈現一條綠色的雷射光曲

線。我們以紅光雷射水平儀校準垂直，確保三稜管與地面、牆壁皆互相垂直(圖

(9))。最後我們再利用相機中的垂直軸與雷射水平儀對齊，即可拍下準確的偏

移曲線圖以進行分析。 

 

 
圖(9) 實驗架構示意圖 
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(二) 實驗步驟 

1. 取適量乾燥溶質置於三稜管底部，並以分度吸量管沿著管壁緩慢的注入

20cm 高之水柱(約 400ml)的純水。注入純水以後以保鮮膜封口，以免蒸發影

響實驗(圖(10))。若以水管直接加水沖入三稜管，會將溶質衝上頂部，導致

溶質並非從最底部開始往上擴散。我們將此實驗方法稱為溶質簡單擴散(即

在無任何外力下影響擴散)。 

 

 
圖(10) 分度吸量管沿管壁注入純水 

 

2. 將三稜管放置於自製的恆溫槽(圖(11))當中，並以恆溫控制器控制約 27℃，

使三稜管在恆溫下進行簡單擴散。 

 

 
圖(11) 恆溫槽與三稜管 
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3. 每 24 小時進行一次測量。從恆溫槽緩慢地將三稜管移至桌面上，並以木板

固定角度(60˚)與和牆壁間的距離。利用平行光照射三稜管，折射後投影在牆

壁上。利用紅光雷射水平儀對齊投影於牆壁上的曲線，以相機拍攝曲線(圖

(12))。 

 
圖(12) 實驗架構圖 

 

4. 使用分析軟體 Logger-Pro 分析照片，如圖(13)。利用軟體的點去擬合綠光的

雷射曲線，每張照片約使用 50 個點，最後再加上比例尺，即可得到高度與

偏移量的關係(X,Y)。最後，將偏移量利用公式 1 和 2 轉換成莫耳濃度，即

可獲得濃度分布。 

 

 
圖(13) Logger-Pro 分析軟體介面 
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(三) 實驗結果 

實驗結果整理如下圖，比較各子圖可知：濃度分布會隨時間改變，且剛開始擴

散時，曲線分布較疏，代表擴散速度較快；之後，曲線分布較密，代表擴散速

度較慢。 
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圖(14a) NaCl 濃度分布與時間 
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KCl 
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圖(14b) KCl 濃度分布與時間 
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圖(14c) Urea 濃度分布與時間 
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Na2SO4  
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圖(14d) Na2SO4 濃度分布與時間 
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Na2CO3 
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圖(14e) Na2CO3 濃度分布與時間 
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圖(14f) MgCl2 濃度分布與時間 
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四、實驗二、測量背景濃度為 2M 情形下之濃度分布 

(一) 實驗原理：同實驗一。 

(二) 實驗器材：同實驗一。 

(三) 實驗步驟： 

1. 取三稜管放入適量的 NaCl，以分度吸量管緩慢注入 20cm 之 2M NaCl 水溶

液。 

2. 將三稜管以包鮮膜封口後置於恆溫槽中，使之自然擴散。 

3. 每 24 小時進行一次測量。 

(四) 實驗結果： 
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圖(15) 2M 情形下之濃度分布與時間  
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伍、 討論 
 

 

圖(16) 分析流程 

 

上圖為本項討論的架構與步驟，藉由觀察、猜測、修正理論、提出新理論，來歸納

我們實驗當中得到的數據。 
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一、 猜測濃度分布為波茲曼分布 

由實驗一中我們得到不同溶質在不同天數的濃度分布情形，而在實驗完成前我們只

觀察了 1~7 天的濃度分布情形如下(圖(17))。 
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圖(17) NaCl 1~7 日濃度分布 

 

由此濃度分布可以發現，濃度分布隨者時間增長逐漸趨近於一穩定分布曲線，

且此曲線類似指數函數。因此我們猜測，溶質粒子在水溶液中的分布情形會如同大

氣分子在大氣中的分布模型，為一波茲曼分布(圖(18))。 

 

 
圖(18)大氣壓力波茲曼分布 
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在實驗一溶質與溶液的系統當中，我們試著使用滲透壓來推導溶質粒子在水溶

液中穩定時的分布情形。 

由滲透壓公式 

𝑃 = 𝑖𝑅𝑇𝜌 

即 

𝑑𝑃 = 𝑖𝑅𝑇𝑑𝜌 

 

𝑃 = 壓力   

𝜌 = 濃度   

𝑅 = 氣體常數   

𝑇 = 絕對溫度  

 𝑖 = 凡特夫因子  

此時考慮一截面積為 𝐴，高度為𝑑𝑥的水團如上圖。液柱頂部壓力為𝑃 + 𝑑𝑃，底

部壓力為𝑃，水團質量𝑚𝑔 = 𝜌(𝐴𝑑𝑥)𝑔。若濃度分布情形為一穩定態，則各高度的水

團皆為靜力平衡則有 

𝐴(𝑃 + 𝑑𝑃) + (𝑑𝑚)𝑔 = 𝐴𝑃 

𝐴𝑑𝑝 = −(𝑑𝑚)𝑔 

𝐴(𝑖𝑅𝑇𝑑𝜌) = −(𝐴𝜌𝑑𝑥)𝑔 

∫
𝑑𝜌

𝜌

𝜌

𝜌0

= ∫ −
𝑔

𝑖𝑅𝑇
𝑑𝑥

𝑥

0

 

𝜌 = 𝜌0𝑒− 
𝑔

𝑖𝑅𝑇 
 𝑥

 

因此我們將濃度分布圖處理得到ln(CM) − h (如下圖)，可以明顯觀察到 ln(CM)-h 並

非一條直線，而呈現一個開口向下的曲線。 
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圖(19) NaCl day9 ln(CM) − h 
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為了得到更完整的濃度分布情形，我們將觀察時間從 1 周拉長至 1 個月，更能

觀察濃度分布與時間的變化關係。 
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圖(20) NaCl 1~29 日濃度分布 

 

由此圖可以發現在第 9 天濃度分布情形並非不再改變的穩定態，仍然會隨時間

緩慢的變化，再加上圖(19)所觀察到 ln(CM) − h並非一條直線，故我們證明此時的濃

度分布並不是波茲曼分布。 
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二、分析不同溶質的擴散模式、以及不同背景濃度對濃度分布的影響 

(一) 實驗一數據處理：比較不同溶質的濃度分布 

下圖是各種溶質在第29天時，濃度對高度的分布圖。由於各溶質的溶解度不同，

因此其底部處的濃度皆不相同(圖(21))，故無法直接比較。 
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圖(21) 不同溶質 29 天的濃度分布 

 

為了消除溶解度的差異，我們將濃度分布除以總粒子數 𝑁 = ∫ 𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
，

如下式：  

𝑛(𝑥)

∫ 𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0

= 𝑓(𝑥) 

𝑓(𝑥)的物理意義是：於𝒙處的粒子數所佔總粒子數的比例。我們稱𝑓(𝑥)為分布函數。 
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M
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圖(22) 不同溶質 f(x) - h  

 

由圖(22)我們發現分布函數有分群的現象，有離子團的溶質(Na2SO4、KNO3 等)的分

布函數較靠近底部，而無離子團的粒子(NaCl、KCl 等)的分布函數則靠近頂部。 
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(二) 實驗二數據處理：背景濃度對實驗的影響 

我們將實驗二(背景濃度 2M)與實驗一(背景濃度為零)，當中 NaCl 濃度分布的數

據做疊圖，得到圖(23)。 
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圖(23) NaCl 在簡單擴散與背景濃度 2M Day3 濃度分布 

 

我們猜測背景濃度的影響，僅是將原本的濃度分布平移 2M，其修正後的分布函

數仍然相同。為了驗證我們的假設，我們將背景濃度 2M 做以下數據調整： 

𝐶𝑀
′ = 𝑓′(𝑥) = 𝑛0 × (

𝑓(𝑥) − 2

𝑛0 − 2
) 

   𝑓(𝑥) = 原始濃度分布； 𝑛0 = 簡單擴散底部濃度 
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 圖(24) 將圖(23)做比例調整 

經以上處理後，證明了我們的猜測：背景濃度的影響，僅是將原本的濃度分布

簡單擴散 

背景濃度 2M 

簡單擴散 

背景濃度 2M(調整後) 
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平移而已，經過修正以後不同背景濃度其分布函數皆相同 (圖(24))。 

三、修正的擴散方程式 

(一) 修正擴散方程式 

我們使用擴散理論為基礎，來解釋前述的現象。在僅考慮粒子熱運動而不考慮

重力的狀況下，濃度分布可由菲克定律描述： 

 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
                                       (公式 3) 

 

其中𝑛(𝑥, 𝑡)為粒子在高度𝑥，時間為𝑡的數目密度，𝐷為擴散係數 

 

然而在本實驗當中，我們需考慮重力對鉛直擴散的影響，則其方程式可修正為： 

 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
                            (公式 4) 

(詳細推導見附錄) 

𝜂為黏滯係數  

𝑏 =
1

6𝜋𝜂𝑎
𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔 

𝑎為粒子半徑 

𝑉為粒子體積 

𝑔為重力加速度 

𝜌為粒子的質量密度 

𝜌0為液體的質量密度 

 

雖然本實驗的實際情況可能更複雜，也許還需要考慮到更多的作用(如庫倫力)，但

我們決定先用上式，對實驗做近似模型嘗試。而上式也滿足實驗二中的發現：背景

濃度不會影響擴散模式。 

再加上以下條件： 

下端濃度恆為定值                                          𝑛(𝑥 = 0, 𝑡) = 𝑛0 

上端濃度恆為零(前置實驗二)                                 𝑛(𝑥 → ∞, 𝑡) = 0 

        開始時除下端點外，其他處濃度為 0                       𝑛(𝑥 ≠ ∞, 𝑡 = 0) = 0 

 

  我們得其解為： 

𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑛0 [1 +
1

2
𝑒(

−𝑏 𝑥
𝐷

  )‧𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝑥 −  𝑏𝑡

√4𝐷 𝑡
) −  

1

2
 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

−(𝑥 + 𝑏𝑡)

√4𝐷 𝑡
)] (公式 5) 

    

上式中之 𝑒𝑟𝑓𝑐(𝑥) =
2

√𝜋
∫ 𝑒−𝑧2

𝑑𝑧
∞

𝑥
，為互補誤差函數。 

 

而水溶液中粒子總數為 

∫ 𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0

= 𝑛0√
4𝐷𝑡

𝜋
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四、確認修正的擴散方程式的正確性 

我們必須處理實驗數據，與理論式比較，才能確認所使用的理論模型，是本實驗的

良好近似。  

 

(一) 𝑏值估計 

  𝜂 = 1.14 × 10−3 Pa‧s ； 𝑎 = 10Å； 

𝜌0 =
1000𝑘𝑔

𝑚3
；  𝑚粒 ≈

100 × 10−3

6.02 × 1023
 𝑘𝑔 

因此 

𝑏 =
𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔

6𝜋𝜂𝑎
=

(𝑚粒 − 𝑉 × 𝜌0)𝑔

6𝜋𝜂𝑎
 

                            =
(

100 × 10−3

6.02 × 1023 −
4
3 × 𝜋 × (10−10)3 × 103) 9.8

6 × 3.14 × 1.14 × 10−3 × 10−10
 

                            = 7.4 × 10−13𝑚/𝑠       

 

 

(二) 擴散係數𝐷值計算 

1. 實驗一中，同一時間，濃度梯度對高度的關係： 

本實驗在實驗一當中擴散約 30 天，則可以估計𝑏𝑡之值 

𝑏𝑡 = 7.4 × 10−13𝑚/𝑠 × (60 × 60 × 24 × 30)𝑠 = 1.9 × 10−6𝑚 

 

         再由擴散理論中得到的公式 5 中 

𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑛0 [1 +
1

2
𝑒(

−𝑏 𝑥
𝐷

  )‧𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝒙 −  𝒃𝒕

√𝟒𝑫 𝒕
) −  

1

2
 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

−(𝒙 + 𝒃𝒕)

√𝟒𝑫 𝒕
)] 

 

由於本實驗的 𝑥𝑚𝑎𝑥 = 0.02(20𝑐𝑚) ≫ 𝑏𝑡 = 3.3 × 10−6，故𝑥 ± 𝑏𝑡 ≈ 𝑥 且
𝑏

𝐷
𝑥 ≈ 0。

(查表之𝐷之數量級為10−9𝑃𝑎‧𝑠) 

則式 3 可以近似為 

𝑛(𝑥, 𝑡) =  𝑛0 𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝑥

√4𝐷 𝑡
) 

   而其濃度梯度即為 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
=  

𝜕 (𝑛0 × 𝑒𝑟𝑓𝑐 (
𝑥

√4𝐷 𝑡
))

𝜕𝑥
 

  = −𝑛0

1

√𝜋𝐷𝑡
𝑒

−𝑥2

4𝐷𝑡  

 

         可知濃度梯度對高度的關係為高斯分布。 

   越往上濃度越低，故濃度梯度為負，移項可得 

𝑙𝑛 (−
𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
) = 𝑙𝑛 (

𝑛0

√𝜋𝐷𝑡
) −

𝑥2

4𝐷𝑡
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取𝑙𝑛 (−
𝜕𝑛(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
)對𝑥2作圖，應為一斜率為負值的直線 

斜率=
−1

4𝐷𝑡
 

截距= 𝑙𝑛 (
𝑛0

√𝜋𝐷𝑡
) 

 

 

圖(25) MgCl2 29 天 𝑙𝑛 (−
𝜕𝑛(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥
) − 𝑥2 作圖 

 

        比較斜率係數後得到 

−1

4𝐷𝑡
= −35.703 

     得到𝐷 = 2.79 × 10−9 𝑚2/𝑠   

 

藉由同樣的方法我們可以分析不同溶質不同天數的濃度分布數據並得到表(1)。可以

發現擴散係數不隨時變，且有離子團之溶質其擴散係數較小。 

 

時間(天) KCl Urea NaCl MgCl2 Na2CO3 Na2SO4 KNO3 

1 3.4 2.6 2.4 3.7 1.0 2.6 2.1 

3 3.2 2.3 2.7 4.0 0.9 1.3 1.3 

5 3.6 2.4 2.6 3.8 0.9 0.9 1.4 

7 3.5 2.4 2.5 3.4 1.4 1.4 2.6 

15 3.5 2.5 2.8 3.1 1.2 1.1 0.9 

18 3.1 2.5 3.6 3.1 1.3 1.2 1.2 

25 3.1 2.4 2.8 3.2 1.2 0.9 1.6 

29 3.0 2.9 2.6 3.1 0.8 1.0 1.8 
平均 3.3 2.5 2.8 3.4 1.1 1.3 1.6 

表(1) 不同溶質的擴散係數 (擴散係數單位10−9 𝑚2/𝑠 ) 
 

由以上的步驟，我們可以確認，修正後考慮重力的擴散方程式，可以作為本實驗的良好

近似模型。 
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五、分群理論 

(一) 分群現象觀察與離子氛假設  

  由理論推導出的濃度分布，進而可得分布函數： 

𝑓(𝑥) =
𝑛(𝑥)

∫ 𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0

= √
𝜋

4𝐷𝑡
𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥

4𝐷𝑡
) 

其 y 截距為√
𝜋

4𝐷𝑡
∝ √

1

𝐷
 ，對照圖(22)中的分群現象，發現各種溶質的擴散係數會

分成特定兩種，而表(1)的實驗數據亦應證此結果。為了解釋溶質擴散係數的不

同，我們做出了以下的假設： 

 

   溶質溶解水中後會被水分子包覆成離子氛，並在水中進行隨機碰撞而向上    

           擴散。 

 

(二) 無離子團溶質之擴散係數 

無離子團溶質解離後在水中形成離子氛後，可以視為大小相同、分別帶正電、

負電的理想圓球(圖(26))。因此無離子團溶質其擴散係數會相同，與溶質種類無

關。 

 
    圖(26) NaCl 解離後被水團包覆形成離子氛 

 

(三) 有離子團溶質之擴散係數 

有離子團的溶質(Na2SO4、Na2CO3、KNO3)會在水中解離出大小不同的陽離子與

陰離子團，分別被水團包覆而形成離子氛，陽離子(如 Na
+
)被包覆成較小的離子

氛，陰離子(如 SO4
2-

)被包覆成較大的離子氛(圖(27))。 

假設離子氛在溶液中各自獨立地向上擴散(圖(28a))，則較大的粒子在水中向上

擴散速度較慢，較小的粒子速度較快(圖(28b))。此特性會造成溶液頂部因為陽

離子較多而帶δ +，底部因為陰離子團較多而帶δ −(圖(28c))。但實際上，陰陽

離子間會產生庫倫作用力，使得兩種離子氛靠近，因而整體的擴散係數變小(圖

(28d))。 
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圖(27) NaCl 與 Na2SO4 解離後被水團包覆形成離子氛 

 

 

    

(a) (b) (c) (d) 

圖(28)離子團溶質在溶液中擴散情形 

 

 簡而言之，由於兩團離子氛大小不同，導致向上運動速度不同，進而導致電荷不均，

因此彼此間產生作用力，導致有離子團溶質的擴散係數變小。 
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六、數值模擬 

由討論四的結論，我們知道公式五可以描述本實驗擴散現象。回顧一開始的實驗動

機，我們想探討長時間擴散後的溶液，是否會均勻的呢？於是我們進行了數值模擬。 

(一) 以實驗測得的數據帶入擴散方程式之解 

由於以上數值皆以秒(𝑠)為單位，數值過小難以觀察。因此我們將時間的單位由

秒改為以千年(𝑘𝑦)為單位 

則 

𝑏 = 7.4 × 10−13𝑚/𝑠 = 0.023𝑚/𝑘𝑦 

𝐷 = 1.93 × 10−9 𝑚2/𝑠 = 60.9𝑚2/𝑘𝑦 

 

將以上求得的參數帶入(公式 5)當中可以得到 

𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑛0 [1 +
1

2
𝑒−0.00038𝑥𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥 −  0.023𝑡

√243.6𝑡
) − 

1

2
 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

−(𝑥 + 0.023𝑡)

√243.6𝑡
)] 

 
圖(28) 利用 GeoGebra 模擬濃度分布 

 

(二) 將時間趨近於無限大之濃度分布 

       𝑛(𝑥, 𝑡 → ∞) = 𝑙𝑖𝑚
𝑡→∞

𝑛0 [1 +
1

2
𝑒

(
−𝑏 𝑥

𝐷
  )‧𝑒𝑟𝑓𝑐 (

𝑥 −  𝑏𝑡

√4𝐷 𝑡
) − 

1

2
 𝑒𝑟𝑓𝑐 (

−(𝑥 + 𝑏𝑡)

√4𝐷 𝑡
)]  

  = 𝑛0𝑒
−𝑏 𝑥

𝐷 = 𝑛0𝑒
−𝑉(𝜌−𝜌0)𝑔𝑥 

𝑘𝑇  

 
圖(29) 時間趨近於無限大時會有終端分布(紅線) 

 

由一與二的數值模擬可以發現在沒有外力作用下(攪拌)，可觀測的範圍內(溶液柱高

度小於一公尺，時間小於一百年)，溶液並不會均勻(圖(28))。而在時間趨近於無限大，由

數值模擬可以發現濃度分布不再變化，這與理論式 𝑡 → ∞ 為一終端分布，有相同的結果

(圖(29))，而且此終端分布亦為討論一中所假設的波茲曼分布相同。 
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陸、 未來展望與應用 
從實驗數據與討論當中可以發現由於濃度不均導致擴散在重力影響之下，其擴散情

形十分緩慢，其時間尺度可短到數日或長達千年之久，且其擁有最終的濃度分布情

形。故我們可以利用此物理特性做出一些推廣與應用。 

(一) 化工廠意外爆炸 

在爆炸現場當中，由於高溫與毒性關係，無法直接測得工廠內部所逸散出

化學物質濃度。此時只要在高空中測取微量的氣體濃度以及高度，即可利

用本實驗方程式做基本的估算。此外也可以評估有毒物質擴散後濃度和範

圍及時間的關係，作為政府撤離民眾的參考依據(圖(29))。 

    
圖(29)化工廠爆炸 

 

(二) 岩漿密度靜態分布模型 

由於無法直接探勘地球內部的各種物質的特性，若不考慮磁力、熱對流等

因素。在僅考慮重力影響之下，本實驗模型可以做為簡易的岩漿密度靜態

時的分布模型，可做為近一步研究的參考(圖(30))。 

 
圖(30)岩漿分布模型 
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(三) 宇宙中系統爆炸後擴散時間推估 

若在外太空當中，觀察到一星雲或物質(系統)爆炸之後，假設在其中的物

質僅受到中心重力引力影響和擴散的作用。可以觀察兩段時間中，物質擴

散的程度(濃度)，再利用本實驗更近一步推導非均勻重力場的擴散方程式，

即可粗略計算測量出此系統所擴散的時間。 

 
圖(31)宇宙中物質爆炸後擴散情形 

 

柒、 結論 
1. 在前置實驗一中，我們獲得溶液濃度與偏移量的關係，故只需測得偏移量即可反求液

體的濃度。 

2. 在前置實驗二中，得知水溶液高度在 10cm 以上不會對濃度分佈產生影響，不須考慮

上端邊界的影響。 

3. 在討論二當中，發現背景濃度不影響修正過後的分布函數。 

4. 由實驗數據與修正擴散理論發現溶質擴散係數分成兩種，有離子團的溶質擴散係數較

小，無離子團的溶質擴散係數較大，並提出分群理論解釋。 

5. 將實驗測得的擴散係數及修正擴散理論利用 GeoGebra 進行數值模擬，發現在一百年

內溶液並不會到達均勻。 

6. 利用數值模擬將𝑡趨近千萬年與理論式𝑡 → ∞做比較，推測最終態為波茲曼分佈： 

𝑛(𝑥, 𝑡 → ∞) = 𝑛0𝑒
−𝑉(𝜌−𝜌0)𝑔𝑥 

𝑘𝑇  
 

 

捌、 參考資料 
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2. 龐寧寧, 2006. 漫談布朗運動, 物理雙月刊, 28 卷, p2-11. 

3. H. L. Pecseli, 2000. Fluctuations in Physics System, Cambridge University Press, UK. 
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玖、 附錄 
一、三稜鏡折射詳細推導 

(一) 濃度不同導致側位移不同 

考慮濃度不同導致折射點不同(圖 C、D 點)之差異，因此我們取純水與飽和 NaCl 溶

液做比較。實驗中三稜鏡為一邊長 5cm 之正三角形，而我們以木板控制 AB 距離為

2cm，如下圖。 

 

在∆ABC中，令光線進入∆ABC之折射角 𝛼，則 ∠ABC = 90° − 𝛼， ∠ACB = 30° + 𝛼 

由snell定律可知 

𝑠𝑖𝑛30° = 1.33 × 𝑠𝑖𝑛𝛼 

𝛼 = 22.08° 

由正弦定律可知 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (∠𝐴𝐶𝐵)
=

𝐴𝐶̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (∠𝐴𝐵𝐶)
 

         
2

𝑠𝑖𝑛 (30° + 𝛼)
=

𝑥1

𝑠𝑖𝑛 (90° − 𝛼)
 

𝑥1 = 2.349 
 

在∆ABC中，令光線進入∆ABD之折射角 𝛽，則 ∠ABD = 90° − 𝛽， ∠ADB = 30° + 𝛽 

由snell定律可知 

𝑠𝑖𝑛30° = 1.42 × 𝑠𝑖𝑛𝛽 

𝛽 = 20.62° 

由正弦定律可知 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (∠𝐴𝐷𝐵)
=

𝐴𝐷̅̅ ̅̅

𝑠𝑖𝑛 (∠𝐴𝐵𝐷)
 

         
2

𝑠𝑖𝑛 (30° + 𝛽)
=

𝑥2

𝑠𝑖𝑛 (90° − 𝛽)
 

𝑥2 = 2.422 
因此 

𝐶𝐷 = 𝑥2 − 𝑥1 = 0.073 
 

而在我們實驗當中投影於牆壁的偏移量約 20cm，僅影響測量值中的 0.3%，故可忽

略濃度不同所導致的側位移。 
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(二) 玻璃厚度對折射公式的影響 

實驗當中使用的三稜鏡玻璃厚度約為 0.2cm，為了檢察玻璃是否影響折射公式，以下

為證明 

 
 

 

令𝛼𝑖為第𝑖次折射之入射角，𝛽𝑖為第𝑖次折射之折射角，玻璃折射率𝑛0，溶液折射率𝑛 

𝑠𝑖𝑛𝛼1 = 𝑛0𝑠𝑖𝑛𝛽1 

𝑛0𝑠𝑖𝑛𝛼2 = 𝑛𝑠𝑖𝑛𝛽2 

𝑛𝑠𝑖𝑛𝛼3 = 𝑛0𝑠𝑖𝑛𝛽3 

𝑛0𝑠𝑖𝑛𝛼4 = 𝑠𝑖𝑛𝛽4 

其中𝛼2 = 𝛽1，𝛼3 = 60° − 𝛽2，𝛼4 = 𝛽3 

整理可得 

𝑠𝑖𝑛𝛽4 = 𝑠𝑖𝑛60°√𝑛2 − 𝑠𝑖𝑛2𝛼1 − 𝑠𝑖𝑛𝛼1 𝑐𝑜𝑠60° 

 

由此可知玻璃厚度不會影響折射公式中入射角與折射角間的關係。 

 

 
二、溶液中總粒子數計算 

在討論中處理數據提到我們求取分布函數的方法是將濃度分佈除以溶液中總粒子數

∫ 𝑛(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
，而後者可利用分析軟體 Logger-Pro 中的積分功能求得。 

 
 Logger-Pro 積分功能 

 

n

n 0

4

32

1
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三、修正擴散方程式推導  傑哥超 carry 

 
考慮一截面積為𝐴的水團 

 
由壓力公式可知 

𝑃 = 𝑛𝑘𝐵𝑇 
則 

𝑑𝑃 = 𝑑𝑛𝑘𝐵𝑇 

式中𝑛為粒子密度 

明明柄宣的通量證法比較好啊! 

 
此時水團受力情形為 

𝐴(𝑃 + 𝑑𝑃) − 𝐴𝑃 + 𝑀𝑔 = 𝐴𝑑𝑃 + 𝑀𝑔 = 𝐹水團受力 

 
若分析水團中單一粒子受力情形則可寫成 

 
𝐴𝑑𝑃 + 𝑀𝑔

𝐴𝑑𝑥𝑛
=

1

𝑛

𝑑𝑃

𝑑𝑥
+ 𝑚𝑔粒子有效重力     

=
1

𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑥
𝑘𝐵𝑇 + 𝑚𝑔粒子有效重力 =  𝐹粒子平均受力          

 
式中粒子於水團中有效重力可表為 

𝑚𝑔粒子有效重力 = 𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔 

 

式中𝑉為粒子體積，𝜌為水團密度，𝜌0為粒子密度 

 
因此 

𝐹粒子平均受力 =
1

𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑥
𝑘𝐵𝑇 + 𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔 

 
由stokes理論可知粒子在水中受力為 

𝐹 = 6𝜋𝜂𝑎 × 𝑣 = 𝐹粒子平均受力 

6𝜋𝜂𝑎 × 𝑣 =
1

𝑛

𝑑𝑛

𝑑𝑥
𝑘𝐵𝑇 + 𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔 

𝑛𝑣 =
𝑑𝑛

𝑑𝑥

𝑘𝐵𝑇

6𝜋𝜂𝑎
+ 𝑛

𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔

6𝜋𝜂𝑎
                                     (公式 4) 
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現在考慮一截面粒子數變化情形，則 

𝑑𝑛

𝑑𝑡
𝑑𝑥 = 𝑛𝑑𝑣 

𝑑𝑛

𝑑𝑡
=

𝑛𝑑𝑣

𝑑𝑥
=

𝑑(𝑛𝑣)

𝑑𝑥
 

 
帶入式 6 可得 

𝑑𝑛

𝑑𝑡
=

𝑑 (
𝑑𝑛
𝑑𝑥

𝑘𝐵𝑇
6𝜋𝜂𝑎 + 𝑛

𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔
6𝜋𝜂𝑎 )

𝑑𝑥
 

   =
𝑘𝐵𝑇

6𝜋𝜂𝑎

𝑑2𝑛

𝑑𝑥2
+

𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔

6𝜋𝜂𝑎

𝑑𝑛

𝑑𝑥
 

 
即 

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝐷

𝜕2𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕𝑛(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

 
其中 

𝐷 =
𝑘𝐵𝑇

6𝜋𝜂𝑎
， 𝑏 =

𝑉(𝜌 − 𝜌0)𝑔

6𝜋𝜂𝑎
   

 

 

 
 


