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摘要 

    在本次研究，我們首先探討圓筒經扭轉自發產生摺痕的物理性質，發現當圓筒長度短於

直徑時，摺痕長度和週期都是規律的，且其結構可視為摺紙(origami)，由此研究摺痕數目(N)

和偏斜角(α)與實驗參數之關係。實驗發現：(1)、N 及α只和半徑(R)和長度(w)的比值有關，

亦即當 R 和 w 同時加倍或減半時，N 及α保持不變；(2)、隨著 R/w 增加，N 會遞增，而α則

遞減；(3)、隨著軸向拉伸力增加，N 會些微增加，但是α大致不變；(4)、對於相同的 R/w，

不同材質之圓筒的 N 依序為：鋁箔＞銅片＞紙＞塑膠；(5)、增加厚度會導致 N 些微遞減。從

幾何和能量考量，我們推導出能夠圓滿解釋實驗結果之理論公式，並利用因次分析，將力、

材料性質及厚度考量進來，修正出能應用於多項材料的擬合曲線，以用來實際製作回收模型。 

 

 由於大部份的日常容器不是圓筒形，我們接下來推廣到兩端半徑不同的圓筒（以下稱為

大小管）和正 m 邊形角柱。在大小管的實驗中發現：整體的 N 隨著 Rav/w 上升而增加，但當

R1與 R2差距過大時，N 會開始下降。我們藉由修正圓筒之理論後，得到較廣義的摺痕規律性

之理論公式。 

 

在正 m 角柱的實驗中發現有兩種類型的摺痕：(1)穩定型：摺痕數量𝑁 = 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ具有

對稱性；(2)跨越型：𝑁 ≠ 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ，因為多邊形的邊界效應，導致摺痕不對稱，且會跨越邊

界。我們藉由實驗觀察推測k ≤ 2，且當 R/w 越大，跨越型摺痕越多。 

 

我們主張這些性質可以應用在(1)、環保方面：更安全且有效地回收鐵、鋁罐；(2)、居家

方面：提供節省空間的收納方式；(3)、工業方面：伸縮功能可應用於機械零件。並推廣到（1）、

地球科學：解釋盤古大陸如何分裂成現今的各個板塊，以及板塊邊緣的幾何規律；（2）、生物

物理：蛋白質折疊時出現的β筒狀蛋白和短圓筒的摺痕類似，可以藉比了解其特性；（3）、醫

學物理：骨骼受到扭力時的形變和斷裂；（4）、軟凝體物理：幾何的挫折如何影響擰紙過程和

其它新穎材料，如液晶和負折射率超材料(metamaterial)的力學和聲學行為。 
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壹、研究動機 

    夏日午後，我們總會來一瓶清涼的飲料，然而某次在喝完鐵鋁罐飲料後，正用手將其壓

扁回收時，意外被突出的尖銳處割傷。這使我好奇有沒有可能在兼顧收納性的狀況下，設計

出一種回收時更安全的鐵鋁罐，以達成環保及安全雙重需求的可能性？ 

    確定目標之後，我們開始利用手邊的材料進行簡單的實驗，首先利用「紙管」模擬鐵鋁

罐，將兩邊利用膠帶黏貼固定後，以壓縮或扭轉等方式試著節省其空間；從多次的實驗中發

現，「壓縮」結果無法百分百重複，但是「扭轉」後的紙管總會出現「規律」三角形摺痕，並

且非常柔順安全地被壓扁。 

    於是，我們想到可以利用在鐵鋁罐上，事先設計好摺痕，就能在回收時，輕輕一扭，便

將罐子沿著摺痕壓縮，完全不用擔心被突出的尖端割傷，也比傳統的用手或腳去壓縮要來得

省力，且更節省空間。在了解其應用潛力後，我們著手進行相關實驗，並探討摺痕和材料、

厚度等參數的關聯性，藉以得到更一般化的結果，來改良寶特瓶容器和生活中其他柱狀器皿

的收納。 

 

貳、研究目的 

一、探討扭圓筒摺痕分佈： 

    (一)檢視不同實驗參數與摺痕數之關係： 

  1.半徑長度比。 

  2.軸向拉伸力。 

  3.材質(紙管、銅管、鋁箔管與塑膠管)。 

  4.厚度(紙管、鋁箔管)。 

    (二)分析不同實驗參數與凹痕偏斜角(α)之關係： 

  1.半徑長度比。 

  2.軸向拉伸力。 

二、建構理論描述圓筒實驗參數與摺痕數、凹痕偏斜角(α)的關係。 

三、記錄扭轉過程之扭矩及扭轉角度以量測過程中所需之能量。 
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四、檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析： 

    (一)紙管幾何(半徑與長度比，Rav/w)與摺痕數之關係。 

五、推廣圓筒理論至兩端不同半徑之大小管摺痕數與半徑長度比之關係。 

六、檢視正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係。 

七、描述正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係之現象。 

 

參、研究設備及器材 

一、實驗架設： 

 

 

 

 

  

 

 

 

(圖一)實驗儀器正視圖 

 

 

 

 

 

 

 

 

      (圖二)儀器架設全貌圖        (圖三)儀器架設示意圖，圖一和圖三的 A構造相同 

A 

A 
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二、實驗器材： 

  (一)釣魚線。(二)針車油。(三)直鐵尺。(四)G 型夾。(五)游標尺。(六)軌道(含鋁材)。 

  (七) A4 紙、剪刀、膠帶。(八)鐵束環。(九)拉力秤。(十)扭轉儀器。(十一)電子天平。 

  (十二)電源供應器。(十三)NI-DAQ USB-6211。(十四)筆記型電腦(內安裝 LABVIEW)。 

  (十五)步進馬達與驅動器。  

肆、研究過程與方法 

一、實驗架構及流程圖： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

鐵鋁罐壓縮→有突出之銳利處 

實驗七、半徑不同之大小管 

討論一、球形物體 

實驗八、正 m 角柱

(m=3,4,5,6) 

討論二、厚度不容忽視之圓柱  

應用：提升環保回收之安全性 

討論 

圓筒 

不同 

形狀 

應用 

實驗一、擠壓→扭轉圓筒 

生活中 

問題 

實驗二、圓筒幾何與摺痕 

實驗三、軸向拉伸力與摺痕數 實驗四、材質與摺痕數 

實驗五、厚度與摺痕數 實驗六、拉伸力與摺痕偏斜角 
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二、實驗設計： 

    (一)實驗一：探討扭圓筒摺痕分佈 

 實驗目的：觀察扭轉圓筒產生之摺痕，記錄摺痕數及偏斜角，更換不同實驗參數(軸向 

              拉伸力、材質、厚度)，記錄它們對圓筒摺痕狀態之影響，並以幾何及能量 

              理論解釋之。 

 實驗步驟： 

  1.半徑長度比與摺痕數、偏斜角： 

  (1)在(圖一)基座上用鐵束環鎖緊紙管，測量兩端距離後，環繞固定另一端。 

(2)將步進馬達、電源供應器、驅動器、數位訊號產生器及電腦相連接。 

(3)將(圖一)把手以細繩連接步進馬達，並利用 LabView 程式操控步進馬達。 

(4)紙張產生摺痕後，將其拆下更換，記錄摺痕數及偏斜角，重複步驟(1)至(3)。 

  2.軸向拉伸力與摺痕數、偏斜角： 

   (1)重複實驗 1.步驟(1)至(4)，並增減(圖一)重物之質量以改變軸向拉伸力。 

  3.材質與摺痕數： 

   (1)重複實驗 1.步驟(1)至(4)，並將紙張依序更換至塑膠、鋁箔、銅片等材料。 

  4.厚度與摺痕數： 

   (1)重複實驗 1.步驟(1)至(4)，並依序更改紙張厚度至 0.09、0.19、0.24 毫米。 

 

    (二)實驗二：記錄扭轉過程之扭矩及扭轉角度以量測過程中所需之能量 

實驗目的：藉量測過程中所需之能量，驗證幾何、能量理論所推論摺痕數之正確性。 

 實驗步驟： 

 1.在(圖一)基座上用鐵束環鎖緊紙管，測量兩端距離後，環繞固定另一端。 

2.將拉力秤、步進馬達、電源供應器、驅動器和數位訊號產生器聯結到電腦。 

  3.將(圖一)把手以細繩連接拉力秤及步進馬達，並利用 LabView 程式操控步進馬達。 

  4.讀取拉力秤位置，每隔 0.5 秒停止程式以記錄其讀數並觀察紙管是否有摺痕產生。 

  5.記錄每一位置之力與位移，待紙張產生摺痕後，拆下更換，重複步驟(1)至(4)。 
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    (三)實驗三：檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析 

實驗目的：觀察大小管其摺痕分布與圓筒之關聯性及差異，並建構理論解釋之。 

 實驗步驟： 

  1.裝上兩端不同半徑之基座，並用鐵束環鎖緊大小管，測量兩端距離後，環繞固定 

    另一端。 

2.將步進馬達、電源供應器、驅動器、數位訊號產生器及電腦相連接。 

3.將(圖一)把手以細繩連接步進馬達，並利用 LabView 程式操控步進馬達。 

4.紙張產生摺痕後，將其拆下更換，記錄摺痕數，重複步驟(1)至(3)。 

 

(四)實驗四：檢視正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係 

實驗目的：由圓形底面之立體構造更換成 m 角形之角柱，並觀察其摺痕分布與圓筒之 

          關聯性及差異，並加以建構理論解釋之。 

 實驗步驟： 

  1.裝上正 m 邊形之基座，並用膠帶黏貼角柱，測量兩端距離後，環繞固定另一端。 

2.將步進馬達、電源供應器、驅動器、數位訊號產生器及電腦相連接。 

3.將(圖一)把手以細繩連接步進馬達，並利用 LabView 程式操控步進馬達。 

4.紙張產生摺痕後，將其拆下更換，記錄摺痕數，重複步驟(1)至(3)。 

 

(五)討論一：探討球形物體之摺痕數及型態 

實驗目的：藉由扭轉圓球兩端固定緯度，探討有曲率之曲面與摺痕分布狀態之關聯。 

 實驗步驟： 

  1.裝上兩圓型基座(半徑任選)，將圓球依基座之半徑剪開特定緯度後套上基座，並 

          利用鐵束環固定兩端後，測量兩端距離。 

2.將步進馬達、電源供應器、驅動器、數位訊號產生器及電腦相連接。 

3.將(圖一)把手以細繩連接步進馬達，並利用 LabView 程式操控步進馬達。 

4.圓球產生摺痕後，將其拆下更換，拍照記錄摺痕分布狀態，重複步驟(1)至(3)。 
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伍、研究結果 

一、探討扭圓筒摺痕分佈： 

    (一)檢視不同實驗參數與摺痕數之關係： 

        1.半徑長度比。 

 

 

 

 

 

 

(圖四)紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖藍點為紙管 R/w=0.20 到 2.15，以 0.05 為間距之四十個數據點。黑色虛線(𝑁 =

√103.65
𝑅

𝑤
+ 41.98)為迴歸曲線。摺痕數(𝑁)整體隨紙管半徑長度比(R/w)增加而遞增，最佳迴歸曲

線為凹向下之乘冪關係。為了方便觀察，一律將 R/w 從 0.20 到 2.15 取六(或十)份，分別為

(0.20),0.30,(0.40), 0.50, 0.80, 1.00,(1.20), 1.50,(1.80), 2.00。 

        2.軸向拉伸力。 

 

 

 

 

 

 

(圖五)不同軸向拉伸力之紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    藍色菱形點為軸向拉伸力 203 克重之數據，紅色橫線、綠色三角形與紫色方形點則分別

使用 302、657 與 1274 克重，其對應之虛線(𝑵 = √𝟏𝟏𝟏. 𝟕𝟒
𝑹

𝒘
+ 𝟏𝟕. 𝟑𝟑、√𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟓

𝑹

𝒘
+ 𝟒𝟏. 𝟗𝟖、
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√𝟏𝟎𝟎. 𝟒𝟎
𝑹

𝒘
+ 𝟒𝟔. 𝟎𝟐、√𝟏𝟎𝟔. 𝟏𝟗

𝑹

𝒘
+ 𝟒𝟎. 𝟔𝟖  )為迴歸曲線。隨著軸向拉伸力增加，摺痕數隨軸向拉伸

力上升而些微增加。根據物理量綱分析，紙管半徑與長度比值與摺痕數皆沒有單位，然而拉

伸力為牛頓，由此若軸向拉伸力與摺痕數有關聯，楊氏係數和薄膜厚度很自然地需要被加進

來，並且它們相對的冪次也可以透過量綱分析被唯一決定。 

3.材質(紙管、銅管、鋁箔管與塑膠管)。 

 

 

 

 

 

 

(圖六)紙管、銅管、鋁箔管和塑膠管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    上圖實驗皆在拉伸力 302 克重下進行，藍色菱形、紅色橫線、綠色三角形與紫色方形分

別為銅管、鋁箔管、塑膠管與紙管，其對應之虛線(𝑵 = √𝟏𝟒𝟑. 𝟔𝟔
𝑹

𝒘
+ 𝟐𝟒. 𝟗𝟐、√𝟏𝟗𝟒. 𝟐𝟓

𝑹

𝒘
− 𝟎. 𝟑𝟏、

√𝟗𝟓. 𝟓𝟎
𝑹

𝒘
+ 𝟏𝟔. 𝟗𝟐、√𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟓

𝑹

𝒘
+ 𝟒𝟏. 𝟗𝟖)為迴歸曲線。從圖六，可以歸納銅片、鋁箔管、塑膠管之

N-R/w 圖形，大致與實驗一之趨勢相同，因此推論材質僅為修正項。然而，對於相同 R/w，不

同材質之摺痕數大致滿足：鋁箔管＞銅片管＞紙管＞塑膠管。由此推測除了楊氏模量外，材

料的塑性程度也會些微影響紙筒的扭轉性質。 

4.厚度──(1)紙管。 

 

 

 

 

 

 

(圖七)不同厚度之紙管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 
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    上圖藍色菱形、紅色方形與綠色三角分別為拉伸力 302 克重的紙管厚度(毫米)0.24、0.19

及 0.09，對應虛線(𝑵 = √𝟔𝟏. 𝟎𝟓
𝑹

𝒘
+ 𝟏𝟒. 𝟏𝟒、√𝟖𝟐. 𝟔𝟑

𝑹

𝒘
+ 𝟑𝟑. 𝟗𝟓、√𝟏𝟎𝟑. 𝟔𝟓

𝑹

𝒘
+ 𝟒𝟏. 𝟗𝟖 )為迴歸曲線。 

    當厚度增加，相同 R/w 的摺痕數 N 會下降，就好比影印紙比起厚紙板容易皺，也皺的嚴

重，因此圓筒在厚度較大時，傾向摺痕數較少是可以預期的；經由理論以及物理因次分析，

我們推斷厚度可能會以其倒數乘冪之形式影響摺痕數。另外，因為摺痕數之物理因次為無量

綱，它不可能僅跟厚度有關，材料性質楊氏模數及軸向拉伸力一定得一起被考慮。 

(2)鋁箔管。 

 

 

 

  

 

 

(圖八)不同厚度之鋁箔管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

    菱形(藍)、橫線(紅)、三角(綠)與方形(紫)為拉伸力 302 克重鋁箔厚度(層)32,8,4,1，對應虛

線(𝑵 = √𝟖𝟓. 𝟐𝟕
𝑹

𝒘
+ 𝟗. 𝟐𝟓、√𝟏𝟎𝟑. 𝟒𝟔

𝑹

𝒘
+ 𝟐𝟕. 𝟓𝟗、√𝟗𝟓. 𝟗𝟕

𝑹

𝒘
+ 𝟏𝟗. 𝟒𝟒、√𝟏𝟗𝟒. 𝟐𝟓

𝑹

𝒘
− 𝟎. 𝟑𝟏)為迴歸曲線。 

    圖八呈現與圖七相同的趨勢，但在厚度相近(8 層鋁箔管(0.1 毫米)與 0.09 毫米之紙管)、

R/w 相同下，紙管與鋁箔管的摺痕數及整體趨勢並不相同。結合實驗二之結果，我們推測這是

由於兩者的楊氏模量不同，導致在相同幾何條件下，得到不同的摺痕數。對於相同的 R/w，圖

形趨勢皆隨著厚度增加，摺痕數下降，這和紙管與鋁箔管相似。 

(3)歸納圓筒(塑膠管、鋁箔管)之厚度與摺痕數之關係。 

    藉由圖五、圖七及圖八觀察到，軸向拉伸力(尺度較小)及厚度(尺度較大)皆會些微影響 N，

可視為先前理論的修正。因摺痕數無因次，根號內影響每一項修正項也必須無因次；考量楊

氏模量=正向應力(σ，因次為[M][L] -1 [T]-2，此處為 T 除以 t 平方) /正向應變(ε，因次為 0)，並

由因次分析，推測厚度應為平方，亦即後者對於摺痕數的影響應該比前者較為靈敏。 

    因 R/w 對 N 影響遠大於厚度、楊氏模量或拉伸力，因此(
𝑇

𝐸𝑡2)的修正項可視為修正項加在
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原公式後頭。至於為何對相同 R/w，不同材質摺痕數大致滿足：鋁箔管＞銅片管＞紙管＞塑膠

管？理解方式如下：首先，E 和 t 是以
1

𝐸𝑡2關係進到 N 的公式。銅片、鋁箔、塑膠、紙管的 E

大致為 100:50:1:0.2；厚度為 1: 0.8: 0.5: 0.2，因此
1

𝐸𝑡2滿足 0.01: 0.31: 4:12.5。接著，由於塑膠

和紙管的塑性較銅片和鋁箔明顯，因此容易變形而額外增長，根據 N(
𝑅

𝑤
)的遞增趨勢，w 等效

變長會使 N 變少，綜合兩者考量，
1

𝐸𝑡2的比例 0.01:0.31:4:12.5 扣除塑性所減少的 N，變成

0.01:0.31:0.005:0.007，亦即 N 的數目依序是鋁箔最多，其次為銅片、紙管和塑膠。 

     (二)分析不同實驗參數與凹痕偏斜角(α)之關係： 

  1.半徑長度比。 

 

 

 

 

 

 

(圖九)紙管半徑、長度比值與凹痕偏斜角(α)關係圖 

    紅色方塊及虛線為六個特定紙管(R/w=0.3. 0.5, 0.8, 1.0, 1.5, 2.0)之數據及迴歸曲線。圖九

中，凹痕偏斜角正弦值(sinα)隨著半徑長度比(R/w)之上升而下降，卻僅能看出 sinα-R/w 之關係

可能為乘冪、對數或線性；必須透過幾何分析，才能唯一決定為：sinα ≈ √
𝑤

2𝑅
⇒

𝑅

𝑤
∝ (sinα)−2。 

  2.軸向拉伸力。 

 

 

 

 

 

 

(圖十)紙管半徑、長度比值與凹痕偏斜角正弦值關係圖 
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    上圖之藍色方塊點及虛線為軸向拉伸力(T)203 克重之數據及迴歸曲線、黃色方形點及虛

線為 657 克重、黑色三角形點及虛線則為 1274 克重。由圖十，可以歸納出 T 並不影響整體圖

形走向，且隨著 T 的增加，凹痕偏斜角之正弦值會略為上升。另外，由圖中之三條迴歸曲線

可以推論 T 幾乎不影響圖形之走向，若以物理量觀點去推測，T (單位為克重，物理因次為

[M][L][T]-2)比起紙管半徑與長度比值(沒有單位，物理因次為 0)對於 sinα (沒有單位，物理因

次為 0)之關聯性應該較低，因此我們便不針對凹痕偏斜角進行材質與厚度探討。 

二、建構理論描述圓筒實驗參數與摺痕數、凹痕偏斜角(α)的關係。 

 

 

 

 

 

(圖十一)幾何模型(藍色為凹痕、紅色為凸痕) 

  

 

 

 

(圖十二)紙張摺痕(凹痕)正面        (圖十三)紙張摺痕(凹痕)反面 

 

 

 

 

     (圖十四)紙管產生正多邊形之平面結構      (圖十五)正 N 邊形之平面圖 

    由幾何關係可得知：β =
𝜋

𝑁
− (1)； α = α0 + ∆α ≈ 𝑠𝑖𝑛−1√

𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
− (2) 

    從能量觀點，我們推測外力對摺痕作功 W 與摺痕數(N)、摺痕長成正比，並預期需要另一

個會隨 N 增加而減小的功，來和前者制衡。當紙筒兩端從圓形變成正多邊形，曲線被壓成直
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線造成附近紙面出現挫曲(buckling)，兩端凹痕重疊，可視為它們的交互作用；顯然紙筒越短，

交互位能應當增加，且邊長越大，凹痕也越明顯，使交互位能加強。綜合這些理由能推出下

式：W = 𝑁ε [
w

sin α
+

w

sinγ
] + η𝑁 (

2𝜋𝑅

𝑁
) (

2𝜋𝑅

𝑁
)

sin α

𝑤
− (3)，並藉 W 對 N 微分為零(能量最低)： 

𝑁∗ = 𝜋√(
1

2
+

η

ε
) (

𝑅

𝑤
) −

1

8
− (4)，推論出 N-R/w 圖應為「嚴格遞增」且「凹向下」。 

三、紀錄扭轉過程之扭矩及扭轉角度以量測過程中所需之能量。 

 

 

 

 

 

 

(圖十六)扭力與位移關係圖(每隔 0.1 公分取一個點) 

 

 

 

 

 

 

(圖十七)能量與半徑長度比關係圖 

圖十六中，紙管長度為 9.00 公分(R/w=0.3)、5.40 (0.5)、3.37 (0.8)、2.69 (1.0)、1.80 (1.5)、

1.35 (2.0)之扭力與位移關係圖分別為實線(藍)、實線(紅)、實線(綠)、虛線(米色)、實線(紫)及

虛線(黃)，而對應之箭頭代表表面產生全部摺痕及拉力秤讀數最大值；而座標軸橫軸為拉力秤

之位移、縱軸為拉力秤之力讀數；藉由積分運算，得到圖十七、能量–R/w 圖，並發現其趨勢

大致呈現一斜直線，除了推測當半徑長度比(R/w)越大，所施予外力作功越大外，還能將測得

之能量，代回前方所推測之能量理論，發現與公式吻合，不僅可以求出摺痕數之擬合曲線，

還能夠藉由測得能量呼應前方之實驗結果，這也更加使我們確定理論之正確性及可用性。 
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四、檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析： 

    (一)紙管幾何(半徑與長度比，Rav/w)與摺痕數之關係。 

 

 

  

 

 

 

(圖十八)半徑不同之大小管平均半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

 上圖之圓點(藍)、方形(紅)、交叉(綠)為兩端半徑(公分)(2.10,2.40)、(2.10,2.70)、(2.40,4.95)。

由圖十八，可以清楚發現大小管違背圓筒之一主要特性────摺痕數(N)隨著半徑長度比(R/w)

之上升而增加，尤其以(R1,R2)=(2.40 cm ,4.95 cm)之數據尤為明顯，於 Rav/w=1.5 之後摺痕數

量便一路遞減，藉由(R1,R2)=(2.10 cm ,2.70 cm)的數據亦有上升後下降趨勢，我們推測在
𝑅1

𝑅2
過

小(理論估計約在
𝑅1

𝑅2
= 0.78)的狀況下，會在中間出現最高值，隨後遞減的趨勢，且當數值趨近

零，其圖形的尖峰(前段上升、中後段下降)位置會在橫軸前移且下降趨勢會更加明顯；另外，

在實驗中我們也發現在「摺痕規律性」之性質，大小管與圓筒的界線雖不完全相同但趨勢相

似 ─ 大小管摺痕數整體的 N 隨著 R/w 上升而增加，因此，我們推測在大小管的理論中，可

以將原本的幾何及能量理論加以擴充至任意兩端半徑大小之圓筒，以執行更廣、更加生活化

的應用(例如：兩端半徑不同之拋棄式紙杯)。 

五、推廣圓筒理論至兩端不同半徑之大小管摺痕數與半徑長度比之關係。 

 

 

 

 

 

 (圖十九)大小管立體圖模型(圖二十)大小管立體圖(未扭轉) (圖二十一)大小管立體圖(扭轉後) 
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        (圖二十二)大小管展開圖   (圖二十三)大小管平面圖幾何模型(凹痕(藍)、凸痕(紅)) 

從幾何(圖十九、二十三)的觀點： 

{

𝑟𝜃 = 2𝜋𝑅1

(𝑟 + 𝑙)𝜃 = 2𝜋𝑅2

𝑙 = √(𝑅2 − 𝑅1)2 + 𝑤2

⇒ r =
𝑅1𝑙

𝑅2−𝑅1
− (5)；𝜃 =

2𝜋(𝑅2−𝑅1)

𝑙
− (6)  

{
𝛼2 + 𝛽2+𝛾2 = π

𝑁(𝛼2 − 𝛽2+𝛾2) + 𝜃 = (𝑁 − 2)π
⇒ 𝛽2 =

π

𝑁
+

𝜃

2𝑁
=

π(𝑙+𝑅2−𝑅1)

𝑁𝑙
− (7)  

{
𝛼1 + 𝛽1+𝛾1 = π

𝑁(𝛼1 − 𝛽1+𝛾1) − 𝜃 = (𝑁 − 2)π
⇒ 𝛽1 =

π

𝑁
−

𝜃

2𝑁
=

π(𝑙−𝑅2+𝑅1)

𝑁𝑙
− (8)  

 由正弦定理(考慮三角形 BCD)： 

AB̅̅ ̅̅

sin (𝛼2−
𝜃

2𝑁
)

=
2𝜋𝑅2

𝑁

sin𝛽1
  

 且摺痕規律時，AB̅̅ ̅̅ ≤ (𝑅1 + 𝑅2)
π

𝑁

𝑠𝑖𝑛
π

𝑁

，推得(𝑅2 − 𝑅1 −
𝑙

2
) (𝑅2 − 𝑅1) =

𝑙2(𝑅1
2−𝑅2

2)

(𝑅1+𝑅2)2 ，最後再

利用𝑤 ≫ (𝑅2 − 𝑅1)時，𝑙 ≈ 𝑤，得出：(
𝑅2

𝑤
 + 0.25)² - (

𝑅1

𝑤
 - 0.25)² = 0.5 

及其(y=x 對稱圖形)：(
𝑅1

𝑤
 + 0.25)² - (

𝑅2

𝑤
 - 0.25)² = 0.5 所包含之區域為規律摺痕邊界。 

這兩個對稱的邊界函數形式正是高中數學教過的雙曲線，能夠在繁複的計算後，得到這個函

數有點像異鄉遇故人，也對二次曲線相關的性質（例如中點和焦點）有了更深的印象。 
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(圖二十四)大小管兩端半徑長度比(R1/w、R2/w)之規律摺痕邊界圖 

由能量的觀點，我們修正理論(3)式：W = 𝑁ε [
𝑤

sin α
+

𝑤

sinγ
] + η𝑁 (

2𝜋𝑅

𝑁
) (

2𝜋𝑅

𝑁
)

sin α

𝑤
，並將其推

廣修正至：W = 𝑁ε [
𝑤

sin 𝛼2
+

𝑤

sin𝛾2
] + η𝑁 (

2𝜋𝑅1

𝑁
) (

2𝜋𝑅2

𝑁
)

sin 𝛼2

𝑤
，並得出下圖之兩端半徑長度比、摺

痕數三維關係圖。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(圖二十五)大小管兩端半徑長度比(R1/w、R2/w)、摺痕數(N)三維關係圖 
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 圖二十四的兩條黑色曲線所包圍出摺痕規律區域，而曲線對稱於紅色 y=x 之直線，另外，

綠色直線為曲線切線(由於圖形對稱於 y=x，因此僅示圖上直線)，而其切線斜率分別約為

1.28(−
−1.13

0.88
)及其倒數 0.78，而這也解釋了為什麼當

𝑅1

𝑅2
< 0.78時，(R1,R2)=(2.10 cm ,2.70 cm)及

(R1,R2)=(2.40 cm ,4.95 cm)的數據點會不滿足原本圓筒趨勢；圖二十五之紫色區域為摺痕規律

之區域，能藉由這張圖表，了解當 R1/w 及 R2/w 固定時，大小管會產生對應摺痕數。另外，這

張三維關係圖也解釋圖十八中
𝑅1

𝑅2
< 0.78之數據點皆有個最大值的高峰，因為其曲線對應為一

個截到最大值的截面；兩端半徑相同之圓筒也可以藉由圖二十五的一個截面(
𝑅1

𝑤
=

𝑅2

𝑤
)去呈現。 

六、檢視正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係。 

 

 

 

 

 

 

(圖二十六)正 m 角柱(m=3,4,5,6)半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

菱形(藍)、橫線(紅)、三角(綠)與方形(紫)為正 3,4,5,6 角柱於拉伸力 302 克重之數據，且

由圖二十六所呈現的，我們可以歸納四種角柱的共同特性： 

(一)當 R/w 介在 0.2 至 1.0 之間，其摺痕數大致為 m 條。(m=3,4,5,6，為正 m 角柱之面數) 

(二)當 R/w 介在 1.2 至 2.0 之間，其摺痕數大致為 2m 條。 

(三)當 R/w 介在 0.2 至 0.4 之間，其摺痕分布狀態為整體數據中最穩定規律的。 

除此之外，在 R/w=0.2~1.0 之間，正三角柱的摺痕數都為 3 條、正四角柱則是在 0.2~0.5

之間為 4 條，而 0.8~1.0 有從 4 條逐漸上升(過渡)至 8 條的趨勢、而正五、六角柱則是在 0.5~1.0

之間摺痕數在實驗上無法重複────介在 5~8 及 6~7 條之間；在 R/w=1.2~2.0 之間則是正三、

四、五、六角柱之摺痕數大致為 6,8,10,12 條，但是卻會因為結構不穩定(每面要產生兩條摺

痕)，且摺痕有跨越正 m 邊形邊界可能性，而使得摺痕數介在 4~8、6~11、9~13、11~16 條之

間。 
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七、描述正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係之現象。 

 在正 m 角柱的摺痕圖形中，我們發現摺痕主要分成兩種生成方式及各自的特徵： 

 (一)穩定型：摺痕數量𝑁 = 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ具有對稱性。 

穩定型摺痕意味每個面可視為獨立，角柱面的摺痕由兩側端點凹陷(如圖二十七，左

上端點到右下端點)出發，當凹陷處連接就會產生 m 條摺痕數；若錯開就會產生 2m 條摺

痕。錯開機制是如何發生的呢？當 w 變小，摺痕隨之縮短，摺痕與水平方向之夾角α也隨

之縮小，使得一面出現能夠容納其他摺痕之預留空間。如圖二十八，一側由頂點產生一

個凹陷與未凹陷的預留空間，當凹陷頂到對邊預留空間，就會形成兩條摺痕。 

從𝑘 = 1 → 𝑘 = 2是特別的，從實驗能看出此時 R/w 介在 1.0 至 1.2 之間，因為每一

個面仍可視為獨立，多邊形邊界的主宰能力大過於整個紙筒想要產生摺痕的趨勢；但在

𝑘 = 2 → 𝑘 = 3過程，摺痕會變成跨越型(於(二)解釋)，每一個多邊形面不再獨立，需要考

量面與面之間的交互作用，這使得摺痕分佈變得不穩定，難以產生𝑘 = 3的規律摺痕。 

 

 

 

 

 

 

(圖二十七)N=m 樣品圖   (圖二十八) N=2m 樣品圖  (圖二十九)一面不產生 3 條摺痕樣品圖 

  

(二)跨越型：𝑁 ≠ 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ，因為多邊形的邊界效應，導致摺痕不對稱，且會跨越邊界。 

跨越型摺痕有兩種類型：(1). 當 R/w≤ 1.0，m ≥ 4，多邊形角度不夠尖銳，邊界隔絕效應

可能因為扭轉過程的不穩定(多邊型邊界可能因為扭轉輕微浮空)降低，使得多邊形面間

產生交互作用，形成跨越型摺痕。(2). R/w > 1.0，任何 m 都可能產生跨越型摺痕。在 

𝑘 = 2 → 𝑘 = 3過程，摺痕長度、摺痕與水平夾角α 都會變小，產生新的預留空間。但是

夾角α具有下限(可從圓筒之實驗數據確認)，新的預留空間不足以產生新的摺痕，為了彌

補這個空缺，鄰近面的摺痕會產生跨越的趨勢，從而形成跨越型摺痕。 
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(圖三十) N=m 跨越樣品圖(圖三十一) N=2m 跨越樣品圖(圖三十二)一面 3 條摺痕(跨越)樣品圖 

陸、討論 

一、探討球形物體之摺痕數及型態。 

 在前述的結果中，我們藉由重複執行實驗及建構理論的方式充分了解廣義圓筒(含大小管)

及正 m 角柱這類對稱性高的簡易立體圖形摺痕分布，並預測其摺痕數來應用於生活中。 

 然而，對於「球體」這種對稱性極高，但相對來說不易執行的立體構造，我們僅針對其

摺痕分布狀態和摺痕數做定性上及初步定量上的描述，以下為球形皮球摺痕數與半徑(橫切緯

度之半徑)、長度(兩橫切面之距離)比值關係圖。 

 

 

 

 

 

 

(圖三十三)球形皮球半徑、長度比值與摺痕數關係圖 

 

 

 

 

 

(圖三十四)圓球扭轉(R/w=0.27、T=0 gw)示意圖 
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 圖三十三中，菱形(藍)、三角(綠)分別為拉伸力為 302、0 克重時扭轉圓球之數據，另外

我們可以觀察到以下幾個現象： 

(一)扭轉圓球摺痕數與拉伸力的關係如同實驗一、探討扭圓筒摺痕分佈：檢視軸向拉伸 

力與摺痕數之關係所得到的圓筒性質────摺痕數隨軸向拉伸力增加而遞增。 

(二)同個基座(相同 R)所執行的實驗，當拉伸力越大會些微增加圓球長度(w)，因此後 

方內容主要以 T=0 gw 之數據點進行分析。 

(三)在 R/w =0.21~0.54 區間中，我們發現其摺痕數隨著 R/w 增加至 0.30~0.40 時，摺痕 

數(N)上升，另外於之後 R/w 上升時，摺痕數(N)隨之下降。 

我們推測這現象是由於在 R/w =0.21~0.54 區間，摺痕狀態十分不穩定，使其進入「摺痕

不規律區」，類似圓筒中的不穩定區。在這樣十分混亂的摺痕分布狀態中，其摺痕數大致位於

5 至 7 條之間，整體呈現一個波動但變化不大的情形，雖然摺痕數(N)隨 R/w 上升之趨勢不明

顯，但也沒有違背圓筒所得到的結論。 

而在圖三十四中，我們發現扭轉圓球時其摺痕分布狀態十分混亂，但在中間(赤道)附近

摺痕排列近乎平行，可能與我們地球科學上的板塊構造有些關聯性。 

二、探討厚度不容忽視之圓柱摺痕數與半徑長度比之關係。 

 在探討完廣義圓筒(含大小管)、角柱、球形後，我們想到生活中有許多圓筒是有與圓筒

半徑相近的厚度(甚至是實心的)，而不只是前面所做的薄膜更換厚度，因此我們打算針對水

管(有厚度)及粉筆(實心)做定性上及初步定量上的描述。 

(一)水管(t=4.28 mm) 

 

 

 

 

 

 

(圖三十五)厚度不容忽視(t=4.28 mm)之水管半徑、長度比值與摺痕數關係圖 
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(圖三十六)水管(R/w=0.30)扭轉示意圖 

 從圖三十五中，我們發現厚度不容忽視(t=4.28 mm)之水管，就能夠給出一般常理判斷之

圓筒應產生整數條摺痕，及其產生之階梯狀 N-R/w 關係圖，然而，圖三十五與實驗一之數據

圖最大的差異在其摺痕數之銳減量，雖然兩者皆隨 R/w 增加而 N 遞增，我們發現(圖四)中，

在 R/w (0.2~2.15)範圍內之 N 皆大於 6 條，然而水管中的摺痕數則只有 2 至 3 條，且分界點大

致位於 R/w=0.5~0.8，也就是我們前述圓筒所謂之規律摺痕與否之邊界。 

 在圖三十六中，我們可以清楚看到其摺痕狀態與一般薄膜圓筒有兩點不同： 

1.水管摺痕數明顯較薄膜圓筒少，且摺痕間距較大。 

 2.水管摺痕寬度相較於寬度可以忽略的薄膜圓筒寬，也是導致摺痕僅為 2~3 條之主因。 

 正如前述實驗一之(一)「檢視厚度與摺痕數」關係中提到的，當厚度越大，其摺痕數傾向

減少。明顯地，當圓筒上面所產生之摺痕寬度變大至與長度相近時，其產生相同摺痕數所需

之能量必將增加，且摺痕與摺痕間之交互作用力位能(其能量亦與摺痕數成反比)也會較原本

兩端之交互作用力來的大，這導致摺痕數會較原本薄膜圓筒之理論預測的數值來的小。 

 

(二)粉筆(實心) 

 

 

 

 

      (圖三十七)實心粉筆經扭轉後斷裂圖       (圖三十八)實心粉筆經彎曲折斷後斷裂圖 
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 在圖三十七中，我們能看到一般預期的實心粉筆經扭轉後產生斷裂之現象，注意其圖形

非單純的斜面裂痕，而是橫向與縱向交疊的斷裂面，因此粉筆裂痕與前述之摺痕探討差異較

大，需要更換其他材質之實心圓筒才能進行更進一步的探討。 

 在圖三十八中，可以清楚看到扭斷與折斷所產生之摺痕性質、樣貌皆不同，後者可以清

楚的看到一個破裂面(截面)，這也證實了扭轉與折斷是會造成不同斷裂現象的兩個動作。 

 

柒、結論 

在本次研究中，我們試圖藉由更換不同實驗參數，了解不同尺寸、材質、厚度之圓筒的

摺痕分布，發現當半徑與長度的比值固定時，會產生相同的摺痕分布，因此方便將更安全且

節省空間的壓縮圓筒推廣到各種尺寸，並也利用實驗數據擬合出不同材料的摺痕數及凹痕偏

斜角度趨勢，最後我們發現作功會隨半徑長度比(R/w)增加而上升。以下特性為本研究結論： 

一、探討扭圓筒摺痕分佈： 

     (一)檢視不同實驗參數與摺痕數之關係： 

   1.半徑長度比： 

             (1)摺痕數(N)隨著紙管半徑與長度比值(R/w)的上升而增加。 

             (2) N-R/w 圖之圖形為一嚴格遞增且凹向下之曲線。 

   2.軸向拉伸力： 

             (1)相同紙管半徑長度比(R/w)時，軸向拉伸力(T)越大，摺痕數(N)越多。 

   3.材質(紙管、銅管、鋁箔管與塑膠管)： 

             (1)相同圓筒半徑長度比(R/w)時，摺痕數(N)大小排序為： 

   鋁箔管＞銅片管＞紙管＞塑膠管。 

   4.厚度(紙管、鋁箔管)： 

             (1)相同圓筒半徑長度比(R/w)時，摺痕數(N)會因厚度增加而下降。 

             (2)厚度之影響可與楊氏模量(Young’s Modulus, E)及軸向拉伸力(T)結合。 
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     (二)分析不同實驗參數與凹痕偏斜角(α)之關係： 

   1.半徑長度比： 

             (1)摺痕偏折角(α)因著紙管半徑與長度比值(R/w)的上升而減小。 

             (2)sinα-R/w 圖之圖形為一嚴格遞減且凹向上之曲線。 

   2.軸向拉伸力： 

             (1)相同紙管半徑長度比(R/w)時，軸向拉伸力(T)之增減與摺痕偏折角(α)之 

                   變化無明顯之關係。 

 

二、建構理論描述圓筒實驗參數與摺痕數、凹痕偏斜角(α)的關係： 

(一)由幾何及能量的觀點可得下列兩式： 

α ≈ sin−1√
𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
 

𝑁 = √𝐴 (
𝑅

𝑤
) + 𝐵(其中 A、B 為常數)  

(二)以厚度(t)、楊氏模量(Young’s Modulus, E)及軸向拉伸力(T)，修正公式為： 

𝑁 = √𝐴 (
𝑅

𝑤
) + 𝐵 + 𝐶 (

𝑇

𝐸𝑡2
)

𝛼

 

 

三、記錄扭轉過程之扭矩及扭轉角度以量測過程中所需之能量： 

(一)紙管所受的扭力與位移成正比。 

(二)紙管半徑長度比(R/w)越大，扭力對紙管的作功越多。 

(三)紙管扭轉能量大致與半徑長度比(R/w)成正比。 

 

四、檢視半徑不同之大小管摺痕分布之分析： 

     (一)紙管幾何(半徑與長度比，𝑅̅/w)與摺痕數之關係： 

   1.當 0.78 <
𝑅2

𝑅1
< 1.28 時，其半徑長度比(𝑅̅/w)與摺痕數(N)之趨勢與圓筒相同： 

    (1)摺痕數(N)隨著大小管半徑與長度比值(𝑅̅/w)的上升而增加。 

             (2) N-𝑅̅/w 圖之圖形為一嚴格遞增且凹向下之曲線。 
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   2. 當 
𝑅2

𝑅1
≤ 0.78 或

𝑅2

𝑅1
≥ 1.28 時，其 N-𝑅̅/w 圖有以下特徵： 

    (1)𝑅̅/w 增加初期(0.2~約 1.0)，其摺痕數(N)隨著大小管半徑與長度比值(𝑅̅/w) 

  的上升而增加。 

(2) 𝑅̅/w 至特定點時，摺痕數(N)會出現之最大值，其後之半徑長度比值(𝑅̅/w) 

  增加時，摺痕數(N)會依序遞減。 

 

五、推廣圓筒理論至兩端不同半徑之大小管摺痕數與半徑長度比之關係： 

 (一)修改原圓筒幾何理論得到更廣義的圓筒(含大小管)規律摺痕邊界： 

(
𝑅2

𝑤
 + 0.25)² - (

𝑅1

𝑤
 - 0.25)² = 0.5 及(

𝑅1

𝑤
 + 0.25)² - (

𝑅2

𝑤
 - 0.25)² = 0.5 所包含之區域。 

  (二)修改原圓筒能量理論： 

W = 𝑁ε [
𝑤

sin 𝛼2
+

𝑤

sin𝛾2
] + η𝑁 (

2𝜋𝑅1

𝑁
) (

2𝜋𝑅2

𝑁
)

sin 𝛼2

𝑤
 

 

六、檢視正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係： 

 (一)其半徑長度比(𝑅/w)與摺痕數(N)之趨勢與圓筒相同。 

 (二)其摺痕數(N)約為 m 的倍數： 

  1. R/w 介在 0.2 至 1.0 之間時，摺痕數(N)約為 m 條。 

  2. R/w 介在 1.2 至 2.0 之間時，摺痕數(N)約為 2m 條。 

 

七、建立正 m 角柱(m=3,4,5,6)摺痕數與半徑長度比關係之模型： 

(一)在正 m 角柱的摺痕圖形中，摺痕主要分成兩種形式： 

   1.穩定型摺痕：摺痕數量𝑁 = 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ具有對稱性。 

2.跨越型摺痕：𝑁 ≠ 𝑘𝑚, 𝑘 ∈ ℕ，因為多邊形的邊界效應，導致摺痕不對稱，且  

會跨越邊界。 

  (二)我們藉由實驗觀察推測k ≤ 2，且當 R/w 越大，跨越型摺痕越多。 
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捌、研究應用與未來展望 

一、研究應用： 

    (一)利用擰扭圓筒可將三維圓柱形變成二維摺紙的性質： 

        1.生活上，我們將此性質藉以收納、壓縮、解省居家方面之放置空間。 

        2.工業上，我們能將伸縮功能應用於機械零件製造，並使機械能更靈敏便利。 

        3.環保上，我們將以更安全且有效地方式回收鐵、鋁罐，進而達到環保減碳。 

                       

 

       → 
       (圖三十九)扭轉壓縮前的銅管      (圖四十)經扭轉壓縮後的銅管 

二、未來展望 

    (一)不同形體之扭轉後摺痕分布研究： 

    1.斜切管：圓柱兩端分別以一斜面(不一定平行)切割之管子。 

 

(圖四十一)扭斜切管示意圖 

    2.球形：由於曲面與平面幾何性質的不同，例：曲面之三角形內角和並不一定滿足 

歐氏幾何之 180 度，且在前述的討論一中，我們發現扭轉圓球時其摺痕分布狀態 

十分混亂，但在中間(赤道)附近摺痕排列近乎平行，可能與我們地球科學上的板塊

構造有些關聯性。 

 3.厚度大圓筒：在討論二中，我們提到了水管及粉筆兩者，而且也認為在生活中， 

      並不是所有的圓柱都是薄膜狀，因此，有必要針對不同厚度、塑性彈性等性質的 
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      圓筒進行更近一步的研究，並加以應用於生活中更多元的領域中。 

    (二)地球科學：在擰轉時，主要是由剪切力提供紙管產生摺痕。我們預期地球可能因為 

        不同緯度間、自轉產生的切線速率不同，而對板塊產生切剪力矩，在赤道附近的板 

        塊可發現較多小裂痕，這與長紙管相似。因而我們認為可將擰扭圓筒延伸到扭黏土 

        圓球，並試著與地球板塊運動結合，藉由扭轉中發現的物理去建立文獻缺乏之理論 

        ，解釋盤古板塊之斷裂面與摺痕之關聯；另外，圖四十三為冥王星衛星冥衛一(凱倫) 

        ，它主要是由岩石及冰所組成，可以看到明顯與地球類似板塊，而在赤道附近摺痕 

        排列近乎平行的現象也與我們擰轉過程中所觀察到的類似。 

 

 

 

 

              (圖四十二)地球板塊結構   (圖四十三)冥衛一(凱倫)之板塊皺摺圖 

 

    (三)生物物理： 

    1.簡介：β-筒狀蛋白(Beta Barrel)是個經由扭轉、捲曲且每一條蛋白質條(Beta Strands) 

          均受氫鍵作用的封閉結構形成的大 β 摺板(Beta Sheet)。 

 

 

 

 

(圖四十四) β-筒狀蛋白(Beta Barrel)構造圖 

    2.應用：藉由擰扭圓筒所歸納出的幾何關係，可用來研究相似於圓筒摺痕傾斜現象 

      之蛋白質條(Beta Strands)，及其蛋白質構造 β-筒狀蛋白(Beta Barrel)。 

 

    (四)醫學：骨頭可視為厚度不可忽略且內部非空心之圓筒，在受到擰扭外力而造成之骨 

        折現象，能藉由扭圓筒之理論模擬骨折時，骨頭所發生的物理變化及性質。 
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附錄一 關於圓筒靜態摺痕理論的詳盡推導 

由圖十一可知： 

{

   α + β + γ = π    − (1)

α − β + γ = (1 −
2

𝑁
) π − (2)

 

(1)式-(2)式： 

β =
𝜋

𝑁
− (3) 

(1)式+(2)式： 

α + γ = (1 −
1

𝑁
) 𝜋 − (4) 

由∆ABC 的正弦定理： 

𝐴𝐵̅̅ ̅̅

sinγ
=

𝐴𝐶̅̅ ̅̅

sin α
=

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

sin β
 

且AC̅̅̅̅ =
w

sin (𝜋−γ)
及B𝐶̅̅̅̅ =

2𝜋𝑅

𝑁
： 

𝐴𝐶̅̅ ̅̅

sin α
=

𝐵𝐶̅̅ ̅̅

sin β
⇔

𝑤

sinγ sin α
=

2𝜋𝑅/𝑁

sin β
− (5) 

將(3)式及(4)式代入(5)式，可以得到： 

𝑤

sinγ sin α
=

2𝜋𝑅/𝑁

sin β
⇔

𝑤

sin (
𝜋
𝑁

+ α) sin α
=

2𝜋𝑅/𝑁

sin
𝜋
𝑁

− (6) 

再由實驗中
W

R
= 1 時，𝑁 ≈ 12(條)： 

𝜋

𝑁
≪ 1 

藉由泰勒展開式： 

sin (
𝜋

𝑁
) ≈

𝜋

𝑁
−

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

3

 

及 

令α = α0 + ∆α 

(α0為不受𝑁影響之項，∆α 為 f(𝑁) ) 

 

 



28 

 

    先求出α0： 

∵ α0 ≫ ∆α 

∵
𝜋

𝑁
≫

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

3

 

∴
𝑤

sin (
𝜋
𝑁

+ α) sin α
=

2𝜋𝑅/𝑁

sin
𝜋
𝑁

⇔
𝑤

sin2α0
=

2𝜋𝑅/𝑁
𝜋
𝑁

⇔ 2Rsin2 α0 = 𝑤 − (7) 

由(7)式可知： 

sin α0 = √
𝑤

2𝑅
⇒

𝑅

𝑤
≥ 0.5 − (8) 

及 

α0 = 𝑠𝑖𝑛−1√
𝑤

2𝑅
− (9) 

    再求出∆α： 

𝑤

sin (
𝜋
𝑁

+ α) sin α
=

2𝜋𝑅/𝑁

sin
𝜋
𝑁

⇔
𝑤

sin (α0 + ∆α +
𝜋
𝑁

)sin (α0 + ∆α)
=

2𝜋𝑅/𝑁

𝜋
𝑁

(1 −
1
3!

(
𝜋
𝑁

)
2

)
− (10) 

由三角函數積化和差公式： 

sin (α0 + ∆α +
𝜋

𝑁
) sin(α0 + ∆α) =

1

2
[𝑐𝑜𝑠

𝜋

𝑁
− cos (2α0 + 2∆α +

𝜋

𝑁
)] − (11) 

將(11)式代入(10)式： 

𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑁
− cos 2α0 cos (2∆α +

𝜋

𝑁
) + sin2α0 sin (2∆α +

𝜋

𝑁
) =

𝑤

𝑅
[1 −

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

2

] − (12) 

  由
𝜋

𝑁
≪ 1、∆α ≪ 1 可知： 

𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑁
≈ 1; cos (2∆α +

𝜋

𝑁
) ≈ 1; sin (2∆α +

𝜋

𝑁
) ≈ 2∆α +

𝜋

𝑁
 

由上述之關係： 

𝑐𝑜𝑠
𝜋

𝑁
− cos 2α0 cos (2∆α +

𝜋

𝑁
) + sin2α0 sin (2∆α +

𝜋

𝑁
) =

𝑤

𝑅
[1 −

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

2

] 

⇔ 1 − cos 2α0 + (2∆α +
𝜋

𝑁
) sin2α0 =

𝑤

𝑅
[1 −

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

2

] − (13) 

最主要的項自然地給出(8)式的結果 

sin2 α0 =
𝑤

2R
=

1 − cos2α0

2
⇔ 1 − cos2α0 =

𝑤

𝑅
− (14) 
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接下來，要求等式兩邊次要項相等，可以得到： 

(2∆α +
𝜋

𝑁
) sin2α0 =

𝑤

𝑅
[−

1

3!
(

𝜋

𝑁
)

2

] − (15) 

∴ ∆α =
−

𝜋
𝑁

sin2α0 −
𝜋2

6𝑁2
𝑤
R

2sin2α0
= −

𝜋

2𝑁
−

𝜋2

12𝑁2

𝑤

R

1

2sin2α0
− (16) 

∵ sin2α0 = 2sinα0cosα0 = 2√
𝑤

2𝑅
√

2𝑅 − 𝑤

2𝑅
=

√𝑤√2𝑅 − 𝑤

𝑅
 

∴
𝜋2

12𝑁2

𝑤

R

1

2sin2α0
=

𝜋2

12𝑁2

𝑤

R

𝑅

2√𝑤√2𝑅 − 𝑤
=

𝜋2

24𝑁2
√

𝑤

2𝑅 − 𝑤
− (17) 

∵
𝜋2

24𝑁2
√

𝑤

2𝑅 − 𝑤
≪

𝜋

2𝑁
 

∴ ∆α ≈ −
𝜋

2𝑁
− (18) 

由(9)及(18)可求出： 

α = α0 + ∆α ≈ 𝑠𝑖𝑛−1√
𝑤

2𝑅
−

𝜋

2𝑁
− (19) 

    從能量觀點，我們合理推測外力對摺痕所作的功 W 會隨摺痕數(N)、摺痕長成正比，但

是這麼一來，大自然豈不只會選擇沒有摺痕，亦即 N=0 的情況。很顯然這和實驗事實不

符，因此我們預期還需要考慮第二種會隨 N 增加而減小的功，來和前者制衡，使得總功對 N

的作圖可以出現最低點（因為大自然偏愛能量最低的選擇）----當紙筒兩端從圓形變成正多

邊形，曲線被壓成直線的後果是附近的紙面會出現明顯凹痕(buckling)，兩端各自產生的凹

痕會有重疊，這可以視成是它們的交互作用；顯然當紙筒變短（也就是 w 變小），交互位能

應當增加，而且多邊形之邊長越大，凹痕也會越明顯，使得交互位加強。綜合這些理由可以

推出下式： 

W = 𝑁ε [
𝑤

sin α
+

𝑤

sinγ
] + η𝑁 (

2𝜋𝑅

𝑁
) (

2𝜋𝑅

𝑁
)

sin α

𝑤
− (20) 

將(20)式化簡,並將(4)式與(19)式之結果代入(20)式，我們可以得到： 

W = 𝑁ε𝑤 [
1

sin( α0 −
𝜋

2𝑁
)

+
1

sin( α0 +
𝜋

2𝑁
)
] +

η𝜋2

𝑁
(

2𝑅

𝑤
)

1.5

− (21) 
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∵ lim
△𝑥≪𝑥0

𝑓(𝑥0 +△ 𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) +
1

1!
𝑓′(𝑥0) △ 𝑥 +

1

2!
𝑓′′(𝑥0)(△ 𝑥)2 

且 

1

sin( α0 −
𝜋

2𝑁
)

+
1

sin( α0 +
𝜋

2𝑁
)
為𝑁的偶函數。 

∴ lim
△𝑥≪𝑥0

1

sin( α0 −
𝜋

2𝑁
)

+
1

sin( α0 +
𝜋

2𝑁
)

≈ 2[
1

sin α0
+

1

2!

2 − sin2 α0

sin3 α0
(

𝜋

2𝑁
)2] − (22) 

再將(8)式代入(22)式： 

W = 𝑁εw [√
2𝑅

𝑤
+

1

2
(

2𝑅

𝑤
)

3
2

(2 −
𝑤

2𝑅
)

𝜋2

4𝑁2
] +

η𝜋2

𝑁
(

2𝑅

𝑤
)

3
2

− (23) 

我們知道當
𝜕𝑊

𝜕𝑁
|𝑁∗ = 0 時，能量最小，所對應之𝑁∗值為其所選取之𝑁值，且 w 為一常數： 

𝜕𝑊

𝜕𝑁
|N∗ =

𝜕(𝑊/𝑤)

𝜕𝑁
|N∗ = 0 

2ε√
2𝑅

𝑤
−

𝜋2

𝑁∗2
{

ε

4
[2 (

2𝑅

𝑤
)

3
2

− (
2𝑅

𝑤
)

1
2

] + η (
2𝑅

𝑤
)

3
2

} = 0 − (24) 

𝑁∗2 =

𝜋2 {
ε
4 [2 (

2𝑅
𝑤

)

3
2

− (
2𝑅
𝑤

)

1
2

] + η (
2𝑅
𝑤

)

3
2

}

2ε√2𝑅
𝑤

 

𝑁∗ = 𝜋√(
1

2
+

η

ε
) (

𝑅

𝑤
) −

1

8
− (25) 

𝑑𝑁∗

𝑑(
𝑅
𝑤

)
=

𝜋 (
1
2

+
η
ε

)

2√(
1
2

+
η
ε

) (
𝑅
𝑤

) −
1
8

− (26) 
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𝑑2𝑁∗

𝑑 (
𝑅
𝑤

)
2 =

−𝜋2 (
1
2

+
η
ε

)
2

[(2 +
4η
ε

) (
𝑅
𝑤

) −
1
2

] √(
1
2

+
η
ε

) (
𝑅
𝑤

) −
1
8

− (27) 

∵ ε, η > 0 且 
𝑅

𝑤
> 0 

∴
𝑑𝑁∗

𝑑 (
𝑅
𝑤

)
> 0 (∀

𝑅

𝑤
> 0) − (28) 

∵ ε, η > 0 且 
𝑅

𝑤
> 0 

∴
𝑑2𝑁∗

𝑑 (
𝑅
𝑤

)
2 < 0 (∀

𝑅

𝑤
> 0) − (29) 

由(28)及(29)式可以推論 N-R/w 圖應為一「嚴格遞增」且「凹向下」之圖形。 

 


