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摘要 

設定箱中有m 顆黑球、 n 顆白球，隨機逐一抽出，玩家在抽球前預先猜測球的顏色，探

求總猜對次數的期望值。 

在原題情境中，玩家知道箱中黑球白球的數量，在每次抽球前都以最可能出現的顏色做

猜測。我們將抽球過程對應到格線路徑行走，得以大幅簡化計算，並利用遞迴與歸納法，得

到簡潔的期望值公式。 

    在隱藏情境中，若玩家只知道球的總數量但不知黑球白球的個數，則只能以過去的抽球

歷程做猜測。我們比較以檯面多的顏色做猜測與以檯面少的顏色做猜測，兩種策略間的優劣。 

最後，考慮固定總球數 N ，黑白球數量為二項分布時，驚喜地發現隱藏情境中任意策略

的期望值均相等，且原題情境期望值高於隱藏情境的量，將與 N 成正比，這顯示黑白球數

量訊息的價值。 
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壹、研究動機 

在專題課中，聽學長姐分享了一題台大電機系在 2015 年申請入學的數學筆試題目，題目

敘述如下：「今已知箱中有 4 顆黑球、 4 顆白球，玩家每次隨機取出一球，取後不放回，直到

取完為止。若玩家在每次取球前，皆預先猜測最可能出現的顏色，則總猜對次數的期望值為

何？」我想要由此推廣，探討玩家在已知箱中有 m 顆黑球、 n 顆白球時，總猜對次數的期望

值為何？我將之命名為「原題情境」。 

之後，改變該問題的條件，設想若玩家只知道箱中球的總數量，但不知黑球、白球各自

的初始數量，我將之命名為「隱藏情境」。我關心在該情境下，玩家該如何猜測球的顏色？

以及總猜對次數的期望值為何？ 

 

 

貳、研究目的 

一、在原題情境中 

(一) 探求總猜對次數期望值的精確公式； 

(二) 利用近似方法，推導期望值估計式，作為簡易計算之用。 

二、在隱藏情境中 

(一) 探求不同猜球策略的總猜對次數的期望值； 

(二) 比較不同猜球策略的優劣。 

三、在固定總球數之下，假設黑球、白球的初始數量服從二項分布 

(一) 探求隱藏情境下各策略的總猜對次數期望值； 

(二) 比較原題情境與隱藏情境，兩者期望值的差異。 

 

 

参、研究設備與器材 

紙、筆、電腦、軟體 Geogebra 
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肆、研究過程與方法 

一、原題情境設定與計算 

已知箱中有m 顆黑球、 n 顆白球，今從箱中任取一顆球，若每顆球被取中的機會相等，

取後不放回，直到取完為止。玩家在每次取球前皆猜測最可能出現的顏色，求全部取完時總

猜對次數的期望值，並定義其為 ,m nE 。 

 

在此，我舉例說明題目情境該如何進行。假設此時箱中剩下 5顆黑球與3顆白球，則在下

一次取得黑球的機率為
5

8
，取得白球的機率為

3

8
，這時在取球前應該猜測將取得黑球；而另

一種情況是當箱中黑球白球數量相等，例如 3顆黑球與 3顆白球時，則不論猜測取得黑球或白

球，猜對的機率皆為
1

2
，在這種情況下可選擇任一顏色猜測。 

  

另外，球的顏色具有可交換性，黑球m 顆、白球 n 顆時的總猜對次數期望值，會與黑球 n

顆、白球m 顆時的期望值相同，即 , ,m n n mE E 。故當m n 時，例如 3m  、 5n  的 3,5E 等同於

5,3E ，因此，我只需要討論m n 時的 ,m nE 即可。 

 

 

（一）、特例計算 

 我先以 3m n  為例（即箱中3顆黑球、3顆白球），一一考慮所有可能的取出情形做期

望值計算。由於排列情形的對稱性，故在共
6!

20
3!3!

 種取出情形中，只在下頁表中列出第一

顆是黑球的10種情形，剩餘第一顆是白球的10種情形可依此類推。 
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   編號            取出情形              各次猜對的期望值         合計 

 
1 

  
● ● ● ○ ○ ○ 

 1

2
 0 0 1 1 1  

  7

2
  

 
2 

  
● ● ○ ● ○ ○ 

 1

2
 0 1 0 1 1  

  7

2
  

 
3  

  
● ● ○ ○ ● ○ 

 1

2
 0 1 1 

1

2
 1  

  
4  

 
4 

  
● ● ○ ○ ○ ● 

 1

2
 0 1 1 

1

2
 1  

  
4  

 
5  

  
● ○ ● ● ○ ○ 

 1

2
 1 

1

2
 0 1 1  

  
4  

 
6  

  
● ○ ● ○ ● ○ 

 1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
 1  

  9

2
  

 
7  

  
● ○ ● ○ ○ ● 

 1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
 1  

  9

2
  

 
8  

  
● ○ ○ ● ● ○ 

 1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
 1  

  9

2
  

 
9  

  
● ○ ○ ● ○ ● 

 1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
 1  

  9

2
  

 
10 

  
● ○ ○ ○ ● ● 

 1

2
 1 

1

2
 0 1 1  

  
4  

表格1 

（黑球以●表示、白球以○表示） 

現在，以編號1的“●●●○○○ȹ的情形為例，解釋如何得出後面的值。最初，因為黑

白球數相等，不論猜測黑球或者白球，猜對的機率皆為
1

2
。而接下來的二次中，因箱中所剩

白球數大於黑球，故會猜測取出白球，但在此情況下取出的是黑球，因此猜對次數是 0。最

後，在已知黑球全部被取出的情況下，猜測接下來盡取出白球且必會猜對，此時猜對次數加1。

於是，此種取出情形的猜對次數合計為：
1 7

0 0 1 1 1
2 2
      。 
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因此在 3m n  （即3黑3白）的例子中，共有
6

20
3

 
 

 
種可能的取出情形，各取出情形

可能性均等，故總猜對次數期望值即為： 

3,3

7 7 9 9 9 9
2 4 4 4 4

412 2 2 2 2 2
6 10

3

E

             
 
 
 

。 

 

利用這種窮舉法，我繼續計算其他m 、 n值下的期望值 ,m nE ，如下表： 

 

n    m  0  1 2  3 4  5 

0  0  1 2  3 4  5 

1  
3

2
 

7

3
 

13

4
 

21

5
 

31

6
 

2    
17

6
 

18

5
 

67

15
 

113

21
 

3    
41

10
 

169

35
 

317

56
 

4      
373

70
 

380

63
 

5      
823

126
 

表格 2  
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（二）、對應至方格路徑 

1. 探求在 n黑 n白情況中，總猜對次數的期望值 

在進行表格1（箱中3黑3白）的計算時，我觀察到各種取出情形的猜對期望值有下列兩

個現象： 

(1) 每一種取球情形（共
6

3

 
 
 

種）都恰出現三個1。 

(2) 若箱中所剩黑白球數相等時，則下一次會出現
1

2
。 

 為了詮釋上述的現象，我可將表格1的各種取球情形對應到方格格線的路徑走法，以下 

圖1呈現： 

 

圖1 

 

    在圖1中，各路徑皆是從 (0,0)沿格線走捷徑至 (3,3) ，取到黑球為向右走，取到白球為向

上走。我舉例說明，設取球情形為●○●●○○（表格1中的編號 5），將對應到圖1中的紅色

路徑，此路徑的總猜對次數期望值為
1 1

1 0 1 1
2 2
     ，第一個

1

2
出現在箱中剩下3黑3白之

後，第二個
1

2
出現在箱中剩下 2 黑 2 白之後，也就是當路徑走法通過點 (0,0), (1,1), (2, 2) 之後

便會出現
1

2
。 
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在計算 3,3E 全部 20 條路徑的猜對期望值時，我知道每條路徑都恰有 3個1，只需再計數各

路徑
1

2
的個數即可。然而各路徑出現

1

2
的次數不一，故我換個方式，就

1

2
出現的位置，作以

下三種情況的分類相加：  

(1) 通過 (0,0)的路徑數：共
6

3

 
 
 

條； 

(2) 通過 (1,1)的路徑數：共
2 4

1 2

   
   

   
條； 

(3) 通過 (2, 2)的路徑數：共
4 2

2 1

   
   

   
條， 

故
1

2
總共被加了

6 2 4 4 2

3 1 2 2 1

       
        

       
次。 

因此可得 

3,3

6 6 2 4 4 2 1 13 20 3 443 3 1 2 2 1 2 822
6 20 20

3

E

          
                             

 
 
 

。 

 以此類推，把 n 黑 n 白的取球情形對應到 (0,0)至 ( , )n n 的格線行走，則將有
2n

n

 
 
 

條路徑，

每條路徑都恰有 n 個1，且
1

2
出現在 (0,0), (1,1) ,(2,2) , , ( 1, 1)n n  共 n 個位置，分類加總如

下： 

(1) 通過 (0,0)的路徑數：共
2n

n

 
 
 

條； 

(2) 通過 (1,1)的路徑數：共
2 2 2

1 1

n

n

   
      

條； 

(3) 通過 (2, 2)的路徑數：共
4 2 4

2 2

n

n

   
      

條； 

… 

(4) 通過 ( 1, 1)n n  的路徑數：共
2 2 2

1 1

n

n

   
      

條， 

故
1

2
總共被加的次數為：

1

0

2 2 2 2 4 2 4 2 4 4 2 2 2 2 2 2

1 1 2 2 2 2 1 1

n

k

n n n n n k n k

n n n n n k n k





                    
                                         

 ， 



   7 
 

因此，我得到： 

                   

1

0
,

2 2 2 21

2

2

n

k
n n

n k n k
n

n k n k
E

n

n





    
          

 
 
 


 

0

2 2 2 21 1

2 2

2

n

k

n k n k
n

n k n k

n

n



                 
 
 
 


 

0

2 2 2

1
22

2

n

k

k n k

k n k
n

n

n



  
      

 
 
 


。 

 

接下來，嘗試化簡上式中的分子項。我成功地以組合方法得證 

2

0

2 2 2
2

n
n

k

k n k

k n k

  
    

 ， 

證明過程詳述於附錄一。另外，透過文獻探討，亦查得其他證明手法，請見參考文獻[ 2]、

[3]。因此， ,m nE 公式將可化簡成下列更簡潔的形式： 

 

定理1 

   當m n 時，總猜對次數的期望值為 

2 1
0

,

2 2 2

1 1 2
2 22 2

2

n

n
k

n n

k n k

k n k
E n n

n n

n n




  
         

   
   
   


。

 

作為例子，試算了 4,4E 與 5,5E 如下，其數值與前一小節窮舉法所得的表格 2 數據相同。

4

0
4,4

2 8 2

41 1 256 373
4 4

82 2 2 70 70
2

4

k

k k

k k
E 

  
          

 
 
 


， 

 

5

0
5,5

2 10 2

51 1 1024 823
5 5

102 2 2 252 126
2

5



  
          

 
 
 


k

k k

k k
E 。 
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2 探求在m 黑 n白情況中，總猜對次數的期望值 

接下來我以相同的手法，對m n 的情況得到了公式。 

我以 5m  且 3n  為例，說明計算的歷程，各取球情形將對應到圖 2中從 (0,0)至 (5,3)的

格線行走，如下圖： 

 

圖 2  

 

 首先，由圖中得知在 5黑3白的情況下，不論是哪種（共
8

3

 
 
 

種）取球路徑皆恰有5個1的

出現，而
1

2
將出現在箱中兩色剩餘球數相同時：第一個

1

2
出現在從箱中取出 2 黑球後，即箱

中剩下3黑3白的情況，對應到點  2, 0 ；第二個
1

2
則是出現在取出 3黑1白球後，即箱中剩下

2黑 2白的情況，對應到點  3,1 ；第三個
1

2
則出現在取出 4 黑 2白球後，即箱中剩下1黑1白的

情況，對應到點  4, 2 。因此，我可以得出
1

2
會出現在點      2,0 , 3,1 , 4, 2 之後。將經過以上

三點的路徑數分別算出，可得
1

2
共有

2 6 4 4 6 2

0 3 1 2 2 1

           
               

           
個。 

 綜合以上，我得到 

5,3

8 2 6 4 4 6 2 1 15 56 5 743 0 3 1 2 2 1 2 3172
8 56 56

3

E

           
                               

 
 
 

。 
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對於一般m 黑 n白的取球情形，將對應到 (0,0)至 ( , )m n 的格線行走，恰有
m n

n

 
 
 

條路

徑，每條路徑都恰有m 個1，而
1

2
出現在 ( ,0) , ( 1,1) , ( 2,2) , , ( 1, 1)      m n m n m n m n 共

n 個位置，通過 ( , )m n k k  的路徑數恰有
2 2 2m n k n k

k n k

     
      

條，其中 0,1, 2, , 1 k n 。

故
1

2
總共被加的次數為

1

0

2 2 2n

k

m n k n k

k n k





    
    

 。 

因此， ,m nE 的計算如下： 

1

0
,

2 2 21

2

n

k
m n

m n m n k n k
m

n k n k
E

m n

n





       
          

 
 
 


 

0

2 2 21 1

2 2

n

k

m n m n k n k
m

n k n k

m n

n



                    
 

 
 


 

0

2 2 2

1

2
2

n

k

m n k n k

k n k
m

m n

n



    
      

 
 
 


。 

我把以上的結果寫成了《定理 2.1》。 

 

定理 2.1 

當m n 時，總猜對次數的期望值為 

0
,

2 2 2

1

2
2

n

k
m n

m n k n k

k n k
E m

m n

n



    
      

 
 
 


。 
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在這裡，我希望可以對《定理 2.1》進行簡化，首先定義
0

2 2 2
( , )

n

k

m n k n k
f m n

k n k

    
     
 ，

其中m n 。計算並觀察數據如下表： 

 

m  

n  
1 2  3 4  5 6  7  8  

1 4  5 6  7  8  9 10 11 

2   16 22  29  37  46  56 67  

3   64  93 130 176 232  299  

4     256  386 562 794  1093 

5     1024 1586 2380  3473 

6       4096  6476  9949 

7        16384 26333 

8         65536  

表格3 

觀察上表，我發現： 

(3,1) (2,2) 6 16 22 (3,2)f f f     ， 

以此類推，我猜測 ( , )f m n 有以下的性質： 

( , ) ( 1, ) ( , 1)f m n f m n f m n    ， 

我將此寫成《引理1》並證明之。 

引理1 

當m n 時，有 ( , ) ( 1, ) ( , 1)f m n f m n f m n    。 

 

證明 

由巴斯卡定理 

2 2 1 2 1

1

m n k m n k m n k

k k k

            
           

， 

故 

0

2 2 2
( , )

n

k

m n k n k
f m n

k n k

    
     
  

0 1

2 1 2 2 2 1 2 2

1

n n

k k

m n k n k m n k n k

k n k k n k 

            
             
   
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  1

0 0

2 2 2 1 2 2 21 2

1

n n

k j

n k m n j n jm n k

n k j n jk



 

             
             
 

 

   
 

1

0

2 1 21 2
( 1, )

1

n

j

n jm n j
f m n

n jj





     
         

  

            ( 1, ) ( , 1)f m n f m n    。                                    □ 

        

另一方面，在m n 時（即表格3的對角線），我已有 

2

0

2 2 2
( , ) 2

n
n

k

n k k
f n n

n k k

  
     
 。 

我猜測 ( , )f m n 是否也跟 22 n 有關係，竟發現了有趣的規律，如表格 4 所示： 

 

m  

n 
1 2  3 4  5 

1 22  
3 3

2
1

 
  
 

 4 4 4
2

1 2

    
     

    
 5 5 5 5

2
1 2 3

      
        

      
 6 6 6 6 6

2
1 2 3 4

        
           

        
 

2   42  
5 5

2
2

 
  
 

 6 6 6
2

2 3

    
     

    
 7 7 7 7

2
2 3 4

      
        

      
 

3   62  
7 7

2
3

 
  
 

 8 8 8
2

3 4

    
     

    
 

4     82  
9 9

2
4

 
  
 

 

5     102  

表格 4     

 

由此規律我猜測，
1

( , ) 2
m

m n

k n

m n
f m n

k






 
   

 
 。 

引理 2  

設 1m n  ，則 

1

2                        , if   

( , )
2   , if   

m n

m
m n

k n

m n

f m n m n
m n

k








 
  

  
 


 。 
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證明 

  1.邊界情況 

(1) 當m n 時，已得證 2( , ) 2 2n n nf n n   。 

(2) 當 1m n  時， 

1

0

1 2 2 2
( ,1)

1k

m k k
f m

k k

    
     
  2 1m  

1 1 1

0 1

m m m

m m

       
            

 

                

1
1

1

1
2

m
m

k

m

k






 
   

 
 ，成立。 

  2.以下我做數學歸納法， 

當 2,3, 4m n  時，即          , 1,1 , 2,1 , 3,1 , 2,2m n  ，皆為邊界情況，故公式成立； 

當 2m n  時，假設 ( 1, )f m n 和 ( , 1)f m n  公式成立，則由《引理1》知 

( , ) ( 1, ) ( , 1)f m n f m n f m n     

                  

2 1
1 1

1

1 1
2 2

m m
m n m n

k n k n

m n m n

k k

 
   

  

      
      

   
   

                  

2 1
1

1

1 1
2 2

m m
m n

k n k n

m n m n

k k

 
 

  

        
       

    
   

        

1 11 1 1 1
2

1 1 1

m m
m n

k n k n

m n m n m n m n

k m k m

 


 

                
                      

   

1

2
m

m n

k n

m n

k






 
   

 
 ，成立。 

由上述兩部份得證本引理。                                           □ 

 

由《引理 2 》可知當m n 時， 

 

1 1 1

0 0 0

2 2 2
2

n m m n m n m n
m n

k k n k k n k k m

m n k n k m n m n m n m n m n

k n k k k k k k

    


     

                   
                             

       

        

1

0

2
n

k

m n m n

m k





    
     
   

 。 
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 利用我所證明的恆等式，我可以將公式簡化成下面形式： 

定理 2.2  

當m n 時，總猜對次數的期望值為 
1

0 0
,

2 2 2

1

2
2

n n

k k
m n

m n k n k m n

k n k k
E m m

m n m n

n n



 

       
            

    
   
   

 
。 

其實，將m n 代入《定理 2.2 》的 ,m nE 公式，經過一番化簡後，亦將得到《定理1》的

2 1

,

1 2
22

n

n nE n
n

n



  
 
 
 

。這就表示，公式

1

0
,

n

k
m n

m n

k
E m

m n

n





 
 
  
 

 
 


適用於m n 的情況。 

 

以上我將抽球歷程轉化為方格路徑的行走，透過技巧性累加、觀察數據、推導化簡，成

功地得到簡潔的 ,m nE 的一般化公式。 

在漫長的探究過程中，我亦曾嘗試從遞迴觀點處理原問題。在巧妙地設計出負值 ,m n的

擴展表格後，亦成功地得到 ,m nE 公式！其過程詳述於附錄二。 
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二、原題情境中 ,m nE 公式的估計式    

這裡，在分別得到 ,n nE 和 ,m nE 的公式後，我考慮到在數值極大時的計算困難，因此，我

進行了估計式的計算。 

(一)、 ,n nE 的簡易估計式 

我想計算當 n 很大時， ,n nE 的估計式。 

由 Stirling 近似公式可得： 

       
 

22 2

22

2 2 22 2 ! 2

! ! 2

n n n

n n

en nn n

n n n e nn n





 
    

  
， 

故 

2 1

,

1 2 1
22 2 2

n

n n

n
E n n

n

n



     
 
 
 

。 

此估計式提供 ,n nE 值的簡易計算，其估計精確度頗為良好，如下表： 

n 值 ,n nE 理論值 ,n nE 估計值 誤差百分比 

100n   100+8.3734 100+8.3623 -0.0102% 

200n   200+12.0410 200+12.0331 -0.0037% 

300n   300+14.8563 300+14.8499 -0.0020% 

400n   400+17.2301 400+17.2245 -0.0013% 

表格5 

我們知道在 n 黑 n 白的情形下，總猜對次數至少是 n 次，故由 ,

1

2n n

n
E n

 
   

理解到總猜對次數期望值比保證猜對的次僅大約多了
1

2

n 
次，例如在表格中的

400,400 400 + 17.2245E  ，僅大約多了17 次，而且這個多的部分大約與 n 成正比。 
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(二)、 ,m nE 的的簡易估計式 

仿前一小節，我想探究當 ,m n很大時， ,m nE 的估計式。由《定理 2.2 》知，當 m n時， 

1

0
,

n

k
m n

m n

k
E m

m n

n





 
 
  
 

 
 


， 

我將利用二項分配與常態分配對上式進行估算， 

令隨機變數 X 為參數
1

,
2

m n
  
 

的二項分配，則 

1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
k m n k

m n

m n

m n k
Pr x k

k
 



 
       

 
，其中 0,1,2,...,k m n  ， 

且 

 
2

m n
E X


 ，  

4

m n
Var X


 。 

當m 、 n 夠大時，
 
 

X E X

Var X


近似於標準常態分配 Z ， 

故 

 

1
1

( ) ( )1 2 21 1
2 2

2

m

k n

m n

m n m n
nk

Pr X n Pr X n Pr Z
m n






                        
 
 


     

                                        
1n m

Pr Z
m n

  
   

。 

以同樣方法作近似，可得 

1 1

2m n

m n

n n m n m
Pr Z

m n m n

 
             

。 

    以符號 xZ 表示  Pr Z x ，則 

1

1
0

1 1

1

1 1

n

n m
k n m

n m n m

n m n m

m n n m ZPr Z
k n m

m n Z Zn m n m
Pr Z

n n m n m



 
 

   
 

           
              


。 
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將上式代回 ,m nE 估計式： 

1

1
0

,
1 1

n

n m
k n m

m n
n m n m

n m n m

m n
Z

k
E m m

m n Z Z

n



 
 

   
 

 
 
    
  

 
 


。 

 

此估計式避開了原公式中組合數的大量計算與加總，而採取標準常態分配 Z 查表的簡易

計算，其估算精確度頗為良好，如下表的例子： 

m 值 n 值 ,m nE 理論值 ,m nE 估計值 誤差量 誤差百分比 

100 100 100+8.3734  100+8.3697  -0.0037  -0.0034%  

150 100 150+1.8100  150+1.8380  0.0281 0.0185%  

200  100 200+0.9632 200+1.0152 0.0521 0.0259%  

400  100 400+0.3304 400+0.4270 0.0966  0.0241%  

400  400  400+17.2301 400+17.2282 -0.0018  -0.0004%  

600  400  600+1.9440 600+1.9757  0.0317  0.0053%  

表格6  
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三、隱藏情境 

 

(一)、策略 A與策略 A 的總猜對次數期望值 

在原題情境中，玩家知道箱中黑球白球的各自數量，得以用最可能出現的顏色來猜測下

一球，但若玩家無法知道黑球白球各有幾顆，那該如何猜測呢？總猜對次數期望值為何？ 

我命名這樣的情境為隱藏情境。 

在隱藏情境中，玩家只知道箱中球的總數量，但不知黑球、白球的初始數量，在抽球歷

程中，玩家可以知道已抽出球的顏色、數量及順序。 

玩家在此情境下只能以抽球歷程作為猜測下一球的資訊參考，容易想到的猜球策略是：

綜觀檯面上已抽出的球，推理檯面上較多球的顏色是因為最初在箱中便有較多數量，故有較

大機率被抽中，所以，下一球猜測檯面上球數較多的那一顏色，我稱其為策略 A；相反的，

若玩家進行反向思考，認為該顏色在被抽出較多球後，在箱中的剩餘球數應已占少數，而選

擇猜檯面上球數較少的顏色，就是與之互補的策略 A。即： 

策略 A：第一球隨機猜色，之後猜檯面上球數較多的顏色； 

策略 A：第一球隨機猜色，之後猜檯面上球數較少的顏色。 

定義隨機變數 AX 為使用策略 A的總猜對次數， , ( )m n AE X 為在策略 A之下的總猜對次數期

望值；類似的， A
X 為使用策略 A的總猜對次數， , ( )m n AE X 是在策略 A之下的總猜對次數期望

值。我發現兩互補策略的總猜對次數期望值相加為總球數，稱之為互補策略性質，如下： 

 

引理3 

    , ,( ) ( )m n A m n A
E X E X m n   。 

 

證明 

由於策略 A及策略 A，除了第一球猜對期望值各為
1

2
之外，其餘各球當策略 A猜對時，

策略 A就猜錯，反之亦然。因此總和為m n 顯然成立。                              □ 

有了《引理3》，我將只需要計算策略 A或 A其中一個的期望值便可以知道另一個。而我

發現策略 A的證明更具趣味性，故下文以策略 A進行討論。 
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我以 3m  ， 2n  （即3黑 2 白）為例說明期望值的計算方式與流程。此時共有10種取出

情形，在策略 A之下，每一種取出情形的各次猜對期望值恰有 2 個1出現，請參照下表： 

 

          編號          取出情形        各次猜對的期望值     合計 

1 
  

● ● ● ○ ○ 
1

2
 0 0 1 1   

5

2
 

2 
  

● ● ○ ● ○ 
1

2
 0 1 0 1   

5

2
 

3  
  

● ○ ● ● ○ 
1

2
 1 

1

2
 0 1   3  

4 
  

○ ● ● ● ○ 
1

2
 1 

1

2
 0 1   3  

5  
  

● ● ○ ○ ● 
1

2
 0 1 1 

1

2
   3  

6  
  

● ○ ● ○ ● 
1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
   

7

2
 

7  
  

○ ● ● ○ ● 
1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
   

7

2
 

8  
  

● ○ ○ ● ● 
1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
   

7

2
 

9  
  

○ ● ○ ● ● 
1

2
 1 

1

2
 1 

1

2
   

7

2
 

10 
  

○ ○ ● ● ● 
1

2
 0 1 1 

1

2
   3  

表格7  

 

仿照前文的方式，將上述表格的各種取球情形對應到 (0,0)至 (3, 2) 的格線行走，每條路

徑恰有 2 個1，且
1

2
出現在 (0,0) , (1,1) , (2,2)共3個位置，如下圖： 

 

圖3 
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因此可得 

 3,2

5 5 2 3 4 11 12 10 2 222 2 2 1 1 2 0 312
5 10 10

2

A
E X

          
                             

 
 
 

。 

對於一般m 黑 n 白（m n ）的情況，將取球情形對應到 (0,0)至 ( , )m n 的格線行走，計算

手法類似於原題 ,m nE 計算方式，對於一般m 黑 n 白（m n ）的情況，將取球情形對應到 (0,0)

至 ( , )m n 的格線行走，則有
m n

n

 
 
 

條路徑，每條路徑都恰有 n 個1，且
1

2
出現在

(0,0) , (1,1) , (2,2) , ... , ( , )n n 共 1n  個 

位置，而通過 ( , )j j 的路徑數為
2 2j m n j

j n j

    
      

，其中 0,1,2,...,j n 。 

計算策略 A的總猜對次數期望值，如下： 

  0 0
,

2 2 2 2 21

2 ( , )

2 2

n n

j k
m n A

m n j m n j m n k n k
n

n j n j k n k f m n
E X n n

m n m n m n

n n n

 

            
                     

       
     

     

 
 

又知 
1 1

0

( , ) 2 2
m n

m n

k n k

m n m n m n
f m n

k m k

 


 

       
         

     
  ， 

 

代回即得 

 

1

0
,

1

2

n

k
m n A

m n

k
E X n

m n

n





 
 
   
 

 
 


。 

由於策略 A與策略 A互補，因此可以得到在策略 A下的總猜對次數期望值為： 

   

1

0
, ,

1
( ) ( )

2

n

k
m n A m n A

m n

k
E X m n E X m n n

m n

n





   
  

         
  
  

  


 

1

01

2

n

k

m n

k
m

m n

n





 
 
   
 

 
 


。 
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 然而，當m n 時， , ( )m n A
E X 公式略有不同。依相同的推導方式，計算 (0,0)至 ( , )n n 的格

線行走，每條路徑都恰有 n 個1，但
1

2
出現在 (0,0) , (1,1) , (2,2) , ... , ( 1, 1)n n  共 n 個位置，（少

了點 ( , )n n ），故 

 

1

0 0
,

2 2 2 2 2 2 2 2 21
( , )

2
 

2 2 2
2 2

n n

k k
n n A

n k n k k n k n n
n f n n

n k n k k n k n n
E X n n

n n n

n n n



 

            
                               

     
     

     

 
，

又知 
1

2

0

2 2
( , ) 2 2

n
n

k

n n
f n n

n k





   
      

   
 ， 

代回即得 

 

1

0
,

2

2

n

k
n n A

n

k
E X n

n

n





 
 
  

 
 
 


， 

故 

   

1

0
, ,

2

( )
2

n

k
n n A n n A

n

k
E X n n E X n

n

n





 
 
     

 
 
 


。 

將結果整理後，我得到《定理 3》。 

定理3  

在隱藏情境中，使用策略 A、 A，總猜對次數的期望值分別為 

(1) 當m n 時，  ,m n AE X 

1

01

2

n

k

m n

k
m

m n

n





 
 
  
 

 
 


；當m n 時，  ,n n AE X 

1

0

2

2

n

k

n

k
n

n

n





 
 
 

 
 
 


。 

(2) 當m n 時，  ,m n A
E X 

1

01

2

n

k

m n

k
n

m n

n





 
 
  
 

 
 


；當m n 時，  ,n n A

E X 

1

0

2

2

n

k

n

k
n

n

n





 
 
 

 
 
 


。 

 

    然而，我心中的疑惑是：究竟策略 A、 A何者較優？將於下一小節做比較。 
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(二)、策略 A與策略 A的優劣比較 

在固定總球數 N 之下，策略 A、 A該如何選擇呢？我以 =100N 為例將總猜對次數的期望

值繪成折線圖。 

 

圖 4  

上圖呈現兩策略的期望值隨著m增加( n同步減少)的變化情形，當黑白球數相差很大的

時候，策略 A為較佳選擇；反之，黑白球數相近時，策略 A為較佳選擇。圖中兩折線的交點

代表不管使用策略 A或 A，得到的期望值皆相同。  

然而，在隱藏情境中，玩家無法事先得知箱中黑白球各自數量，自然無從推斷黑白球數

是否相近？又或者在圖中策略 A在多數的 ,m nE 值勝過策略 A，故讀者可能認為策略 A整體平

均而言較優，真的可以這麼推論嗎？我將在下一節建立數學模型比較之。 

 

四、二項分布模型 

 

 在前一節，我得出了在隱藏情境中，策略 A、A下的公式，而在公式中，仍需知道 m、n
值才能計算出期望值。但此情境下玩家無法得知箱中黑白球各自的數量，也無從判斷此時該

採用何種猜球策略。 

在固定總球數m n N  之下，我對於黑白球各自數量的機率分布進行合理的模型假設：

黑球數量m 背後機率分布為參數
1

( , )
2

N 的二項分布，即 

Pr (m黑n白)
1

=
2

NN

m

      
  

，其中 0,1, 2,...,m N 。 
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定義新符號，令  NB X  表示在隱藏情境中，球數服從二項分布的情形下，使用策略的總

猜對次數期望值的平均，因此，使用策略 A、 A的總猜對次數期望值的平均如下： 

1.    ,
0

N

N A m n A
m

B X E X


  Pr (m黑n白)， 

2.    ,
0

N

N m nA A
m

B X E X


  Pr (m黑n白)。 

我將比較  N AB X 與  N A
B X 的大小，以判別在二項分布模型下，策略 A、 A的優劣。 

以下先計算策略 A的平均。 

 注意到 ,m nE 公式有m n 、m n 、m n 三種不同情形，所以總球數m n N  為奇數或

偶數時有不同情況，分別計算如下： 

 

1. 當 N 為奇數：  

  
   ,

0

N

N m nA A
m

B X E X


  Pr (m黑n白) 

            

1
1

2
0

0

1 1
= 2

2 2

n
N

N
k

n

N

Nk
n

N n

n








  
                   
  

  




 

            

1 1
12 2

0 0 0

1 1
2

2 2

N N
N n

n n k

N N
n

n k

 


  

 
                          

      

            

3 3

2 2

0 0

1 1 1
2 1

2 2 2 2
2

N N
N

n n

N
N NN N

n nN
n n

 

 

                                       
   

            

3

2

0

1
2 1

2 2 2
2

N
N

n

N
NN N

N
n





                      
  

            

1

2

0

1
2

2 2

N
N

n

NN

n





       
   

  

            
2

N
  
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2. 當 N 為偶數： 

在總球數 N 是偶數的情況下，以相同的手法但更冗長的計算過程，得到了策略 A的總猜

對次數期望值的平均也是
2

N
，其過程參見附錄三。   

因此，不論在總球數 N 為奇數或偶數的情況下，使用策略 A猜對次數的平均皆為
2

N
。 

同理，我亦計算得證使用策略 A的平均值為
2

N
，其過程參見附錄四。 

因此，我發現在此二項分布模型下，策略 A、 A的優劣程度竟然相同，這真是個驚奇的

結果！由以上結果，我大膽推測任何策略皆符合此結論，將之記錄為《定理 4》，並以另種

觀點完成證明。 

 

定理 4  

在參數
1

( , )
2

N 的二項分布假設下，隱藏情境中任何策略總猜對次數期望值的平均 

皆為
2

N
。 

 

證明 

由於黑白球各自數量的機率分布為參數
1

( , )
2

N 的二項分布，我可將此抽球過程視為從一

個黑球白球被取出機率皆為
1

2
的球庫中，取出 N 顆丟入箱內，且過程中，黑白球被取出的機

率不變。 

玩家此時再從箱中一一取球並進行猜測。而我把球從球庫取出放入箱內，再從箱中取球

進行猜測的過程，視為玩家直接從球庫中抽球猜測。因為球庫中黑球白球被取出的機率為 

1

2
，所以玩家每次有

1

2
的機率會猜對。故在猜測 N 次的情況下，不論使用何種策略，總猜對

次數期望值皆為
2

N
。                                                          □ 
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伍、研究結果 

一、原題情境 

設定玩家知道箱中有m 顆黑球、n 顆白球，探求總猜對次數期望值。我將各次取球情形，

一一對應至方格路徑，計算後得到： 
1

0
,

n

k
m n

m n

k
E m

m n

n





 
 
  
 

 
 


，其中m n 。 

而在 ,m n 夠大時，有以下的簡易估計式： 

(1) 當m n 時， ,

1

2 2n n

n
E n


   。 

(2) 當m n 時，

1

,
1 1

n m

n m
m n

n m n m

n m n m

Z

E m
Z Z

 


   
 

 


。 

二、隱藏情境 

設定玩家只知道箱中的總球數，但不知 m、n 值的情況下進行猜測。在此情境中，策略 A

（猜測檯面上被抽出較多的那一顏色）與其互補策略 A（猜測檯面上較少的那一顏色）的總

猜對次數期望值分別如下： 

(1) 當m n 時，  ,m n AE X 

1

01

2

n

k

m n

k
m

m n

n





 
 
  
 

 
 


；當m n 時，  ,n n AE X 

1

0

2

2

n

k

n

k
n

n

n





 
 
 

 
 
 


。 

(2) 當m n 時，  ,m n A
E X 

1

01

2

n

k

m n

k
n

m n

n





 
 
  
 

 
 


；當m n 時，  ,n n A

E X 

1

0

2

2

n

k

n

k
n

n

n





 
 
 

 
 
 


。 

而後，比較兩策略的優劣，得到： 

(1) 當黑白球數相差較大的時候，策略 A為較佳選擇； 

(2) 當黑白球數相近時，策略 A為較佳選擇。 

 

三、二項分布模型 

 在總球數 N 固定下，黑白球數服從參數
1

( , )
2

N 的二項分布時，隱藏情境中任何策略的總

猜對次數期望值的平均皆為
2

N
。 
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陸、討論 

 在這一節，我將討論資訊落差所帶來的「價值」。 

在原題情境中，玩家知初始的黑白球數，得以在猜球過程中以最可能出現的顏色來猜測，

此方式顯然已是該情境下的最佳策略。而在隱藏情境中，玩家並不知道初始黑白球各自數量，

得靠檯面上已抽出的球的顏色來預測，因此總猜對次數期望值應該較低。我列出了兩者的差

值，這顯示出「初始黑白球數」這項資訊的價值。 

 1. 當m n 時，  , ,m n m n AE E X 

1

0

2
1

0
2

n

k

m n

k

m n

n





 
 
   
 

 
 


，  , ,

1
0

2m n m n A
E E X m n     ； 

    2. 當m n 時，  , ,n n n n AE E X 

1

0

2
2

0
2

n

k

n

k

n

n





 
 
  

 
 
 


，而  , , 0n n n n A

E E X  。 

以上僅在m n 時發生兩者相等的特例。 

接下來，我想對原題情境與隱藏情境的期望值差距得到更整體的概念。繼續引入二項分

布模型，在固定總球數m n N  之下，令黑球數量m 的機率分布為參數
1

( , )
2

N 的二項分布，

定義符號 NB 表示在原題情境下，使用最佳策略的總猜對次數期望值 ,m nE 的平均，即： 

,
0

N

N m n
m

B E


  Pr (m黑n白)。 

依總球數 N 為奇數或偶數的情況計算如下： 

1. 總球數 N 為奇數： 

       

 

,
0

N

N m n
m

B E


  Pr (m 黑n白)  

           

1

2

,
0

1
2

2

N
N

m n
n

N
E

n





        
  

  

                  

1
1

2
0

0

1
2

2

n
N

N
k

n

N

Nk
N n

N n

n








  
                    
  
   


  
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                   
1 1

12 2

0 0 0

1
2

2

N N
N n

n n k

N N
N n

n k

 


  

 
                       

   

                   
1 3

2 2

0 0

1 1
2

2 2

N N
N

n n

N NN
N n n

n n

 

 

 
                           

 
 

                  

1

2

0

1 3 1
2 2

2 2

N
N

n

NN
n

n





            
    


 

                  

1 1

2 2

0 0

1 3 1
2 2

2 2

N N
N

n n

N NN
n

n n

 

 

 
                           

 
 

                  

1

2

0

11 3 1 2
2 2

12 2 2

N
N N

n

NN
N

n





                       


 

                  

3

2

0

11 3 1 2
2 2

2 2 2

N
N N

n

NN
N

n





                       
  

                  

1

1
2 1

1 3 1 2 22 2
2 2 2 2

N

N N

N

N
N

N



    
       

                    
  

    

 

                  
11

3 1 1
1

2 2
2

NN
N

N N N

 
            

 

 

                  

1
1 2

1
2 2

2
N

N
N N

N

 
      

 

。 

2. 總球數 N 為偶數： 

類似於上述的計算方法，經過更為複雜的過程後，其參見附錄五，同樣得到了 

1

1 2 1

2 2
2

N N

N
N N

B N

 
    

  
 

。 

與奇數時有少許的差異，應來自於奇偶數的特性。 
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接著，我將原題情境的 NB 與隱藏情境期望值的平均  
2N

N
B X   做比較。首先我定義 ND

為兩者的差距，即  N N ND B B X  。 

我分別得到了在總球數 N 為奇數與偶數時的 ND ，而這所代表的就是在只知道總球數且分

布為二項分布的情況下，玩家是否得知準確的m 、 n值資訊，對猜對次數期望值的差值。我

用程式得到數據後，將之繪成圖。 

 

圖5 

如圖5我可以發現，在只知道總球數情況下，當總球數越大的時候，猜對次數期望值的

差值 ND 就越大，也就是說，球數越大時，知道準確的 m、n值，可以猜對越多次，而這結果

也符合直觀的猜測。而我運用前文同樣的近似手法，對總球數 N 夠大時的 ND 公式進行 Stirling

近似。 

1.當 N 為奇數時，有 

11
1 2 1 2 2 2

1
2 2 2 2 2 1

2
2

N

N N N

N
N N N N

D NN
N 



 
              

； 

2.當 N 為偶數時，有 

1 1

1 2 1 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2
2

2

N

N N N

N
N N N N

D NN
N 


 

 
          

    

。 

從以上的結果，我得到 ND 與 N 成正比的有趣關係，這顯示出「初始黑白球數」這項資

訊隨著總球數 N 的增加而更有價值，且價值的增加是以平方根的形式上升。 



   28 
 

柒、結論 

 本文最初探討了一個由猜球遊戲延伸的期望值問題。研究過程中，屏除一般計算期望值

的手法，我把各次猜對期望值對應至方格路徑中，歸納出各種取球情形的規律，大幅簡化計

算而得到期望值的精確公式，這也是我作品中計算的核心手法。計算過程中，為解決最初公

式的計算難度，我使用遞迴與數學歸納法將其化為簡潔的形式。而後，將公式近似後得到簡

易的估計式，使我可以避開複雜的組合數計算，得以快速求得期望估計值。 

    在完整解決原始問題後，我改變條件，討論在只知道總球數下，玩家如何選擇策略及計

算其期望值。一般容易想到的策略是視已抽出球的顏色，以較多者作為下一球的猜測。這裡，

我分別得到以檯面多的顏色進行猜測，與它的互補策略—以檯面少的顏色進行猜測，兩策略

的總猜對次數期望值公式，並比較其優劣。此外更發現，當假設黑球、白球個數服從二項分

布模型時，任意策略的總猜對次數期望值公式皆相同。也就是說，在此模型中我有：玩家觀

察已抽出球的顏色在期望值上並無法獲得額外的優勢，這個驚喜的結論。 

最後，我以探究黑白球數量訊息對總猜對次數期望值的影響，也就是這項資訊所帶來的

價值作結。在二項分布模型的假設下，若可得知黑球、白球各自的初始數量，其總猜對次數

期望值的增加量將與總球數的正平方根成正比！ 
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附錄一 

 

證明 

 我給予 2

0

2 2 2
2

n
n

k

k n k

k n k

  
     
 一個組合上的解釋。 

  在坐標平面上，今由  0,0 出發沿格線行走，每次走1單位，可選擇向右或是向上走，走 2n

步後將到達 2x y n  的直線上，則共有 22 n 種走法。 

 
圖6   

如圖6 所示，我發現每一條走法路徑都可以被分成兩部分。前半部為    0,0 ,k k ，後

半部則是  ,k k 到直線 2x y n  ，其中  ,k k 為路徑中最後一次碰到直線 y x 的點。因此，

我將 22 n 種路徑分成了 1n  類（ 0,1, 2,...,k n ）。 

 

路徑前半部    0,0 ,k k 共有
2k

k

 
 
 

種走法，而路徑的後半部的走法數並沒有那麼直觀，

我將繼續在下文中進行解釋。 

 

引理 4  

2
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2 2 2
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n
n

k

k n k

k n k

  
    

 。 
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  首先，由  ,k k 出發的路徑因對稱性可分為兩類，選擇下一步往右或是往上，而兩類方法

數一樣多，故不失一般性，假設由  ,k k 出發，下一步往右到達  1,k k 。而此路徑的終點將

落在 2x y n  的直線上，且之後都不能再碰到直線 y x ，故終點只可能是下列的 n k 類： 

 1, 1n n  、  2, 2n n  、  3, 3n n  、…、     ,n n k n n k    。 

由    1, ,k k n s n s    符合規定的走法數（不碰到直線 y x ），等於    1, ,k k n s n s   

的任意走法數扣除碰到直線 y x 的走法數，而不合規定的走法數可一一對應於從  , 1k k  出

發到  ,n s n s  的任意走法，因此合格走法數為： 

     
2 2 1 2 2 1

1

n k n k

n s k n s k

      
          

 

 
2 2 12 2 1

1

n kn k

n k sn k s

     
          

。 

故由    1, ,k k n s n s    ， 1,2,3, ,s n k  ，這 n k 類合格走法數的總和為 

 
1

1

2 2 12 2 1 2 2 1

1 0

n k

s

n kn k n k

n k sn k s

 



         
               

  

2 2 1

1

n k

n k

  
    

。 

故後半部的總走法數為  

2 2 1 2 2
2

1

n k n k

n k n k

     
         

。 

將前半部（由  0,0 到  ,k k 走法數）及後半部（由  ,k k 到直線 2x y n  ）走法數統整，

得到總走法數為
0

2 2 2n

k

k n k

k n k

  
    

 。因總走法數必等同於 22 n，故得證本引理。           □ 
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附錄二 

 我思考 ,n nE 是否可以用遞迴關係式呈現，並尋找之間的關聯性。首先，以 1,1E 開始進行探

討。設在抽出第一顆球前已先猜測會取得黑球，而接下來將出現兩種情況： 

1. 猜對，此時箱中只剩1白球（接下來可用 0,1E 表示）， 

2. 猜錯，此時箱中只剩1黑球（接下來可用 1,0E 表示）。 

  依照此想法，我得到： 

   1,1 0,1 1,0 0,1 1,0

1 1 1 1 1 1 1 1 3
1 0 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2
E E E E E             ， 

接著，依序遞推至其它情況： 

   2,1 1,1 2,0 1,1 2,0

2 1 2 2 1 2 2 3 1 2 2 7
1 0 2 1

3 3 3 3 3 3 3 2 3 3 3 3
E E E E E                ， 

   2,2 1,2 2,1 1,2 2,1

2 2 2 2 2 2 2 7 2 7 2 7 17
1 0

4 4 4 4 4 4 4 3 4 3 4 3 6
E E E E E               。 

亦即，對於一般情況（m 黑 n白），我有以下的遞迴式： 

1. 當m n 時，    , 1, , 1 1, , 1 , 1

1 1 1 1 1 1
1 0 + + +

2 2 2 2 2 2n n n n n n n n n n n nE E E E E E          ；                 

2. 當m n 時，    , 1, , 11 0m n m n m n

m n
E E E

m n m n    
 

 

                1, , 1m n m n

m m n
E E

m n m n m n   
  

。 

藉由上述兩式的幫助，我得以計算更多情況的期望值 ,m nE ，如下表。 

n    m  0  1 2  3 4  5 

0  0  1 2  3 4  5 

1  
3

2
 

7

3
 

13

4
 

21

5
 

31

6
 

2    
17

6
 

18

5
 

67

15
 

113

21
 

3    
41

10
 

169

35
 

317

56
 

4      
373

70
 

380

63
 

表格8  
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 進一步，我想要尋求 ,m nE 的通式。首先我將 ,m nE 遞迴式表示為 

   , 1, , 11m n m n m n

m n
E m E m E m

m n m n         
， 

接著我將 ,m nE m 定義為 ,m nV ，則上式可寫作： 

, 1, , 1m n m n m n

m n
V V V

m n m n  
 

。 

由此式，我可以發現到 ,m nV 和 1,m nV  、 , 1m nV  有分點公式的關係。而藉著這個關係式，我列

出了 ,m nV 在m n 時的表格。 

  

n    m  0  1 2  3 4  5 

0  0  
0

1
 

0

1
 

0

1
 

0

1
 

0

1
 

1  
1

2
 

1

3
 

1

4
 

1

5
 

1

6
 

2    
5

6
 

6

10
 

7

15
 

8

21
 

3    
22

20
 

29

35
 

37

56
 

4      
93

70
 

65

63
 

5      
193

126
 

表格9  

 

由表格9，我發現了一個特別的現象，表格中的數據除了符合分點公式外，任一數值皆可

寫作其上格及左格的分母數值相加除以分子數值相加，我利用這個性質，又分別列出了分子

及分母的表格，並將表格數據向外延伸，使表格的任一格皆由其上格及左格相加，如下頁的

表格10與表格11：  
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m  
n  

3  2  1  0  1 2  3  4  5  

2       0  0  0  0  

1      0  0  0  0  0  

0     0  0  0  0  0  0  

1   1 1 1 1 1 1 1 

2   1 2  3  4  5  6  7  8  

3  1 2  4  7  11 16  22  29  37  

表格10 (分子) 

 

分子的部分，在我將表格擴展時，可以發現當在 0m n  的斜排，以  0,0 為界，左下的

數值皆為1；而包含  0,0 ，及  0,0 往右上，數值皆為 0。利用這一點及任一數值皆可由其上

格及左格相加的性質，在作 ,m nV 的分子計算時，我將數值不斷往左上方推展，發現最後推至

0m n  的斜排時，各格相加次數恰為二項式  1
m n

x
 的係數，而 ,m nV 的分子即可寫作

1 1

0 0

1 0
n m n n

k k n k

m n m n m n

k k k

  

  

       
        

     
   。 

 

    m  
n  

3  2  1  0  1 2  3  4  5  

2       0  0  0  0  

1      0  0  0  0  0  

0     1 1 1 1 1 1 

1   0  1 2  3  4  5  6  

2   0  0  1 3  6  10  15  21  

3  0  0  0  1 4  10  20  35  56  

表格11 (分母) 
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至於分母部分，利用相同手法，同樣的將數值推至 0m n  的斜排後，可以發現只有  0,0

的數值為1，其餘皆為 0。也就是當各格相加次數為二項式  1
m n

x
 的係數時，只有第 n項為

1，而分母部分的值即為
m n

n

 
 
 

。 

綜合以上分子與分母兩部分後，我可以得到 ,m nV 的值為

1

0

n

k

m n

k

m n

n





 
 
 
 

 
 


，最後再加回最初被減

去的m，即可得到

1

0
,

n

k
m n

m n

k
E m

m n

n





 
 
  
 

 
 


，而這個結果與我使用方格路徑的算法所得到的通式

是相同的。 

 

 

 

附錄三 

計算在隱藏情境中，球數服從二項分布的情形下，使用策略 A的總猜對次數期望值的平均。 
當 N 為偶數：  

  
   ,

0

N

N m nA A
m

B X E X


  Pr (m黑n白) 

            

1
1 2

1
2

0 0

0

1 1 1
= 2

2 2 2 2
2

2

N
n

N
N N

k k

n

N N
N

Nk kN
n NN Nn

n N






 



 
     
                                                  
     
   

 


 

            

1 1 1
12 2 2

0 0 0 0

1 1
2 2

2 2 2
2

N N N
N n

n n k k

N
N N NN

n N
n k k

  


   

                                      
       

             
1 2

2 2

0 0

1
2 2 2 1

2 2 2
2

N N
N

n n

N
N NN N

n n N
n n

 

 

                                 
   

            

2
2

0

1

2 21
2 2

N
N

n

N N
N N

N N N N
n





                             
  



   35 
 

            

1
2

0

1

2 2
2

N
N

n

N
N N

N N
n





                    
  

            
1

2
2 2 2

2 2

N
N

N N
N N

N N

     
                          

 

            
2

N
  

 

 

 

附錄四 

計算在隱藏情境中，球數服從二項分布的情形下，使用策略 A的總猜對次數期望值的平均。 
1.  當 N 為奇數：  

  
   ,

0

N

N A m n A
m

B X E X


  Pr (m黑n白) 

            

1
1

2
0

0

1 1
= 2

2 2

n
N

N
k

n

N

Nk
N n

N n

n








  
                    
  

  




 

            

1 1
12 2

0 0 0

1 1
2

2 2

N N
N n

n n k

N N
N n

n k

 


  

 
                           

   

            

3 3

2 2

0 0

1 1 1
2 1

2 2 2 2
2

N N
N

n n

N
N NN N

N n nN
n n

 

 

                                        
    

            

3

2

0

1
2 1

2 2 2
2

N
N

n

N
NN N

N
n





                      
  

            

1

2

0

1
2

2 2

N
N

n

NN

n





       
   

     

            
2

N
  
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2.  當 N 為偶數：  

   ,
0

N

N A m n A
m

B X E X


  Pr (m黑n白)    

       

1
1 2

1
2

0 0

0

1 1 1
= 2

2 2 2 2
2

2

N
n

N
N N

k k

n

N N
N

Nk kN
N n NN Nn

n N






 



 
     
                                                   
     
   

 


 

       

1 1 1
12 2 2

0 0 0 0

1 1
2 2

2 2 2
2

N N N
N n

n n k k

N
N N NN

N n N
n k k

  


   

                                       
    

        
1 2

2 2

0 0

1
2 2 1 2 1

2 2 2
2

N N
N

n n

N
N NN N

N n n N
n n

 

 

                                  
   

       

2
2

0

1

2 21
2 2

N
N

n

N N
N N

N N N N
n





                             
  

       

1
2

0

1

2 2
2

N
N

n

N
N N

N N
n





                    
  

       
1

2
2 2 2

2 2

N
N

N N
N N

N N

     
                          

 

       
2

N
  
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附錄五 

計算在二項分布模型中，原題情境下，使用最佳策略的總猜對次數期望值的平均。 

總球數 N 為偶數： 

    

,
0

N

N m n
m

B E

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