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摘要 

在冪次計算的過程中，我們發現末𝑛位數經過週期後會重複出現。 

在第一部分，我們找出了重複出現的週期，以及任意數字重複出現自己的最小次方，以

此為契機，我們發現了名為「自守數」的數學定義與我們研究的主題非常相似。 

於是在第二部分，我們運用研究結果來找出探討其性質及規律，與週期相仿地定義出了

「最小自守」，並找出了導出任意數字最小自守的定理。 

  並且在最後的第三部分，我們成功地透過「最小自守」的幫助，以及「原根」的性質，

透過因倍數關係導出了一套能快速計算出所有「最小自守為𝑘的自守數」所形成集合的演算

法，不僅如此，我們還能利用聯集的概念，歸納出一個同樣快速計算「𝑘次方會自守的自守

數」所形成集合的演算法，使其從原本的暴力尋找指數時間演算法，晉升為擁有𝑘平方量級

時間的優秀演算法。 
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壹、 研究動機 

大家都知道我們在計算2的冪次時尾數出現的規律為 2,4,8,6,2,⋯。 

個位數存在著以「2,4,8,6」四個冪次為週期的規律，而4的冪次尾數「4,6,4,⋯」，是兩

個冪次為週期的規律。我們想要了解對於任意數字，這樣的週期規律，是否可以快速的求

得。 

我們也進一步觀察而若擴展成留下末兩位數的話，又能在222 = 4194304時發現其與

22 = 4出現了重複，形成二十個冪次為一週期的規律。這些週期之間似乎有關連存在著？ 

而我們在網路上發現自守數的數學定義，但是目前的演算法都是暴力搜尋，因此我們希

望用數論的方法分析，並且改進目前的演算法。 

貳、 研究目的 

一、找出十進位數字的冪次計算過程中，末𝑛位數重複的規律。 

二、探討任意數最小自守之規律，並找出其性質。 

三、利用最小自守改進生成𝑘階自守數的演算法。 
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參、 研究過程 

一、定義 

𝑷𝒅(𝒙) 滿足𝑃𝑑(𝑥)是最小的正整數，∃𝑘 < 𝑃𝑑(𝑥) ∈ ℕ， 

有𝑥𝑃𝑑(𝑥) ≡ 𝑥𝑘(𝑚𝑜𝑑 𝑑)。 

𝑸𝒅(𝒙) 𝑄𝑑(𝑥) = 𝑚𝑖𝑛(𝑘)，滿足𝑥𝑘 ≡ 𝑥𝑃𝑑(𝑥)(𝑚𝑜𝑑 𝑑)。 

𝒐𝒓𝒅𝒅(𝒙) 若(𝑥, 𝑑) = 1， 𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑥)是最小的正整數，滿足𝑥𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑥) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑑)。 

𝜹𝒅(𝒙) 滿足𝛿𝑑(𝑥)是> 1的最小正整數，有𝑥𝛿𝑑(𝑥) ≡ 𝑥(𝑚𝑜𝑑 𝑑)。 

𝑨(𝒌, 𝒏) 滿足𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 的所有正整數𝑎 < 10𝑛所形成的集合。 

∆(𝒌, 𝒏) 滿足𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑘的所有正整數𝑎 < 10𝑛所形成的集合。 

𝝋(𝒏) 定義𝜑(𝑛)是小於或等於𝑛的正整數中與𝑛互質的正整數個數 

⌈𝒙⌉ 滿足⌈𝑥⌉為大於等於𝑥的最小整數 

原根 定義𝑎是𝑝的原根，若且唯若𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎) = 𝜑(𝑝) 

𝑶(𝒈(𝒏)) 定義 𝑓(𝑛) ∈ 𝑂(𝑔(𝑛)) 若且唯若 ∃𝑐、𝑁 ∈ ℝ+，∀𝑛 ≥ 𝑁 有 |𝑓(𝑛)| ≤ |𝑐𝑔(𝑛)|。 

  二、文獻探討 

尤拉函數 

 

 

    Euler 定理 

  

定義 𝜑(𝑛)是小於或等於𝑛的正整數中與𝑛互質的正整數個數，設 

𝑛 =∏𝑝𝑖
𝑎𝑖

𝑘

𝑖=1

, (𝑝𝑖 為𝑛的所有質因數)，則 𝜑(𝑛) = 𝑛∏(1 −
1

𝑝𝑖
)

𝑘

𝑖=1

 

 
對於任何的正整數𝑎, 𝑝，若有(𝑎, 𝑝) = 1，則𝑎𝜑(𝑝) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 
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三、原命題之資料分析 

2、4、8、16……，2的冪次有種奇妙的魔力，但當指數漸漸變得龐大，計算也逐漸變

得困難，為了快速計算，我們試圖尋找一些方法： 

2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2408,4096 

如果只留下末一位數的話，可以發現如下： 

2,4,8,6,2,4,8,6,2,4,8,6 

個位數存在著以「2,4,8,6」四個冪次為週期的規律。 

而若擴展成留下末兩位數的話，又能在222 = 4194304時發現其與22 = 4出現了重複，

形成二十個冪次為一週期的規律。 

好奇心驅使之下我們使用 C++程式建表後發現，似乎所有末𝑛位數都存在著固定的週

期，為了確認我們猜測的正確性，我們尋求了數學的幫助，列出了以下的尋找目標： 

 

 

為了想知道最早出現重複的冪次，我們定義了𝑃10𝑛(𝑎)為最小的正數，其末𝑛位數於較小

的冪次的末𝑛位數相同，如同上面的例子便可得𝑃102(2) = 22；相對地欲找出最早被重複到

的冪次，我們定義出了𝑄10𝑛(𝑎)，如同上面的例子便可得𝑄102(2) = 2，而2的冪次便是一種

𝑎 = 2的特例。 

  

給定一正整數𝑎，尋找最小的正整數𝑝使得 

𝑎𝑝 ≡ 𝑎𝑞(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，其中𝑞 < 𝑝，𝑞, 𝑛 ∈ ℕ 
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我們另外發現了兩個函數的一個性質： 

性質 1 

 

 

 

  𝑃𝑓: 

  𝑥𝑃𝑑(𝑥) ≡ 𝑥𝑄𝑑(𝑥)(𝑚𝑜𝑑 𝑑)  ⟺ 𝑥𝑄𝑑(𝑥)(𝑥𝑃𝑑(𝑥)−𝑄𝑑(𝑥) − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑑) 

  令𝑥𝑄𝑑(𝑥)(𝑥𝑃𝑑(𝑥)−𝑄𝑑(𝑥) − 1) = 𝑑𝑘 = 𝛼𝐷𝑘，𝐷, 𝑘 ∈ ℕ 

  ⟺ {
𝑥𝑃(𝑥)−𝑄𝑑(𝑥) − 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 𝑑)

𝑥𝑄𝑑(𝑥) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑
𝑑

𝑎
)

 

根據𝑜𝑟𝑑函數的定義與𝑃𝑑(𝑥)、𝑄𝑑(𝑥)的性質我們有 

 ⟺ 𝑃𝑑(𝑥) − 𝑄𝑑(𝑥) = 𝑜𝑟𝑑𝛼(𝑥) 

 因為𝑃𝑑(𝑥) = 𝑄𝑑(𝑥) + 𝑜𝑟𝑑𝛼(𝑥) ，且𝑥𝑄𝑑(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 d/𝛼)， 

 依照定義必須使𝑃𝑑(𝑥)最小，故我們需要𝑄𝑑(𝑥)為最小的正整數使得𝑥𝑄𝑑(𝑥) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 d/𝛼) 

  其中𝑜𝑟𝑑𝛼(𝑥)這個值便是我們想尋找的週期大小，以下將用𝑃𝑑(𝑥) − 𝑄𝑑(𝑥)表示。 

從性質 1 可以發現，證明定理需要𝑜𝑟𝑑函數的計算，而盲目地窮舉找週期便失去了原本的意

義，於是我們試著想找到快速計算𝑜𝑟𝑑函數的方法，並先行導出一個方便接下來的研究進行

的引理。 

引理 1 

 

 

𝑃𝑓: 

以下使用反證法，假設𝑑 ∤ 𝑑′，令𝑘, 𝑟 ∈ ℕ且𝑟 < 𝑑，滿足𝑑’ = 𝑘𝑑 + 𝑟 

則𝑎𝑑 ≡ 1 ≡  𝑎𝑑
′
≡ 𝑎𝑘𝑑+𝑟 ≡ 𝑎𝑘𝑑 × 𝑎𝑟 ≡ 1 × 𝑎𝑟  (𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

則我們得到𝑎𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)，但𝑟 < 𝑑，矛盾 ⇒ 假設錯誤，故𝑑|𝑑′。 

∎ 

∀𝑑, 𝑥 

設𝛼表示𝑑的正因數當中，與𝑥互質的最大的正整數，則 

𝑃𝑑(𝑥) − 𝑄𝑑(𝑥) = 𝑜𝑟𝑑𝛼(𝑥) 

若𝑑為使得𝑎𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)成立的最小正整數，則 

∀𝑑′使得 𝑎𝑑
′
≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) ， 𝑑|𝑑′皆成立 
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引理 1能幫助我們嚴謹地確定𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎)能整除滿足 𝑎𝑑
′
≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝)的任何𝑑′，因為我們

考慮末𝑛位數，即考慮同餘10𝑛，所以我們需要將 Euler 定理進行推廣，於是我們推導出了 

引理 2。 

於是我們推導出了引理 2。 

引理 2 

 

 

 

 

Case 1: 𝑛 ≤ 0 

𝑃𝑓: 設  𝑎𝑟 = 1 + 𝑝𝑘0𝑢𝑜 

∵ 𝑛 ≤ 0 ∴ 𝑝𝑘0+𝑛| 𝑝𝑘0  ⇒  𝑎𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0+𝑛) 

故𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑛(𝑎) = 𝑟 

∎ 

Case 2: 𝑛 > 0 

使用數學歸納法證明∀𝑛 ≥ 0, 𝑎𝑟 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0) ,∃𝑢𝑛,且(𝑢𝑛, 𝑝) = 1 

  滿足 𝑎𝑟𝑝
𝑛
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑛𝑢𝑛 

𝑃𝑓: 設  𝑎𝑟 = 1 + 𝑝𝑘0𝑢𝑜，由於𝑘0已是滿足的最大正整數，故(𝑢0, 𝑝) = 1 

假設當𝑛 = 𝑙 時，有  𝑎𝑟𝑝
𝑙
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙 且 (𝑢𝑙, 𝑝) = 1 

當𝑛 = 𝑙 + 1 時， 

( 𝑎𝑟𝑝
𝑙
)
𝑝
= (1 + 𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

𝑝 = 1 + ∑𝐶𝑖
𝑝(𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

𝑖

𝑝

𝑖=1

 

在𝑖 = 1 時，𝐶1
𝑝(𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

1 = 𝑝𝑘0+𝑙+1𝑢𝑙 

在2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑝 − 1時，考慮𝐶𝑖
𝑝(𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

𝑖，𝑝為質數，故𝐶𝑖
𝑝(𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

𝑖中必可提出𝑝𝑘0+𝑙+2 

在𝑖 = 𝑝時𝐶𝑝
𝑝(𝑝𝑘0+𝑙𝑢𝑙)

𝑝 中必可提出 𝑝𝑘0+𝑙+2 

 

取𝑝為一奇質數，且整數𝑎 ≠ ±1不被𝑝整除。設𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎) = 𝑟而𝑘0是使得𝑎𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0)

的最大正整數，則 

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑛(𝑎) = {
  𝑟 , 𝑛 ≤ 0
 𝑟𝑝𝑛 , 𝑛 > 0
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則  

( 𝑎𝑟𝑝
𝑙
)
𝑝
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑙+1𝑢𝑙 + 𝑝

𝑘0+𝑙+2∑𝐶𝑖
𝑝
𝑢𝑙
𝑖𝑝𝑖(𝑘0+𝑙)−𝑘0−𝑙−2

𝑝

𝑖=2

 

在這裡我們要使 (𝑢𝑙+1, 𝑝) = 1，因此只提出𝑝𝑘0+𝑙+1，則 

( 𝑎𝑟𝑝
𝑙
)
𝑝
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑙+1 (𝑢𝑙 + 𝑝 ∑𝐶𝑖

𝑝
𝑢𝑙
𝑖𝑝𝑖(𝑘0+𝑙)−𝑘0−𝑙−2

𝑝

𝑖=2

) 

此時，令 

𝑢𝑙+1 = (𝑢𝑙 + 𝑝 ∑𝐶𝑖
𝑝
𝑢𝑙
𝑖𝑝𝑖(𝑘0+𝑙)−𝑘0−𝑙−2

𝑝

𝑖=2

) 

則𝑝 ∤ 𝑢𝑙+1故 

( 𝑎𝑟𝑝
𝑙
)
𝑝
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑙+1𝑢𝑙+1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0+𝑙+1) 

故依數學歸納法，∀𝑛 ∈ ℕ , 𝑎𝑟 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0) ,∃𝑢𝑛  滿足 𝑎𝑟𝑝
𝑛
= 1 + 𝑝𝑘0+𝑛𝑢𝑛 

  我們將再次使用數學歸納法證明 𝑟𝑝𝑛 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑛(𝑎) 

  當𝑛 = 0時，由前面的證明可以知道𝑎𝑟 = 1 + 𝑝𝑘0𝑢0，由𝑘0的定義，𝑟 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0(𝑎)成立  

  設𝑛 = 𝑚時成立，即𝑟𝑝𝑚 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑚(𝑎) 

  當𝑛 = 𝑚 + 1時，  

  設𝑠為最小的數 𝑠. 𝑡 𝑎𝑠 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑘0+𝑚+1) 

根據引理 1 𝑠|𝑟𝑝𝑚+1 且由歸納假設 𝑠 ≠ 𝑟𝑝𝑚 ⇒  𝑠 = 𝑟𝑝𝑚+1 

即得證𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑚+1(𝑎) = 𝑟𝑝𝑚+1，也成立， 

故由數學歸納法𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑛(𝑎) = 𝑟𝑝𝑛 

綜合以上 

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑘0+𝑛(𝑎) = {
  𝑟 , 𝑛 ≤ 0
 𝑟𝑝𝑛 , 𝑛 > 0

 

∎ 

有了 C++程式建表和引理 2的輔助，數字的觀察與研究變得方便許多。 
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如同附錄一，我們可以發現𝑃10(2) − 𝑄10(2) = 4、𝑃102(2) − 𝑄102(2) = 20、𝑃103(2) −

𝑄103(2) = 100，表示2在冪次計算過程中不同重複尾數的週期存在著倍數關係，我們導出其

一般式，並證明之。 

定理 1 

 

  𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 2，則可以得到𝛼 = 5𝑛 

  則𝑃10𝑛(2) = 𝑄10𝑛(2) + 𝑜𝑟𝑑5𝑛(2) 

  再由引理 2 得出𝑜𝑟𝑑5𝑛(2) = 4 × 5𝑛−1 

  且需滿足𝑄10𝑛(2)為最小的正整數使得2𝑄10𝑛(2) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，故取𝑄10𝑛(2) = 𝑛 

  故𝑃10𝑛(2) = 4 × 5𝑛−1 + 𝑛 

∎ 

舉例來說，當𝑛 = 4時，我們可以得出𝑃104(2) = 4 × 53 + 4 = 504,  

即 2504 ≡ 24(𝑚𝑜𝑑 104)。而𝑃10𝑛(2) − 𝑄10𝑛(2) = 4 × 5𝑛−1，𝑛 = 1,2,3的確有倍數關係。 

之後我們針對𝑎 = 2𝑘的狀況做出了以下了推廣。 

定理 2 

 

 

  𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 2𝑘，則可以得到𝛼 = 5𝑛 

  ⇒ 𝑃10𝑛(2
𝑘) = 𝑄10𝑛(2

𝑘) + 𝑜𝑟𝑑5𝑛(2
𝑘)，再由引理 2得出𝑜𝑟𝑑5𝑛(2

𝑘) =  
4×5𝑛−1

(4×5𝑛−1 ,𝑘)
 

  且(2𝑘)𝑄10𝑛(2
𝑘) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，故取𝑄10𝑛(2

𝑘) = ⌈
𝑛

𝑘
⌉ 

  故𝑃10𝑛(2
𝑘) =

4×5𝑛−1

(4×5𝑛−1,𝑘)
+ ⌈

𝑛

𝑘
⌉ 

∎ 

週期𝑃10𝑛(2) − 𝑄10𝑛(2) = 4 × 5𝑛−1，𝑃10𝑛(2) = 4 × 5𝑛−1 + 𝑛 

𝑘為正整數則，週期𝑃10𝑛(2
𝑘) − 𝑄10𝑛(2

𝑘) =
4 × 5𝑛−1

(4 × 5𝑛−1, 𝑘)
， 𝑃10𝑛(2

𝑘) =
4 × 5𝑛−1

(4 × 5𝑛−1, 𝑘)
+ ⌈
𝑛

𝑘
⌉ 
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舉例來說，當𝑛 = 4, 𝑘 = 6時，我們可以得出𝑃104(2
6) =

4×53

(4×53,6)
+ ⌈

4

6
⌉ =

500

2
+ 1 = 251，即

26×251 ≡ 26×1(𝑚𝑜𝑑 104)。 

由於2是10的因數，所以證明時只需考慮模 5的情況，同是 10的因數的5在冪次計算過

程中應該也存在著類似的規律。 

  但由於引理 2並不通用於偶質數冪次的底數，於是我們針對偶質數導出了引理 3 來幫助

我們之後的定理推導。 

引理 3 

 

 

 

 

𝑃𝑓:以下先證明𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 1的情況 

  𝑎 = 2𝑖𝑘 + 1 = 2𝑗𝑚 − 1 ⇔ 2 = 2𝑗𝑚 − 2𝑖𝑘 

𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑗 ⇒ 2 = 2𝑖(2𝑗−𝑖𝑚 − 𝑘)，則𝑖 = 1，又因為𝑚,𝑘均為奇數，所以   

  2𝑗−𝑖 ≠ 1 ⇒ 𝑗 − 𝑖 > 0 ⇒ 𝑗 > 𝑖 ⇒ 𝑗 > 1 

同理𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖 ⇒ 2 = 2𝑗(𝑚 − 2𝑖−𝑗𝑘)，則𝑗 = 1，且 

  2𝑖−𝑗 ≠ 1 ⇒ 𝑖 − 𝑗 > 0 ⇒ 𝑖 > 𝑗 ⇒ 𝑖 > 1 

  顯而易見，若𝑖 = 𝑗時，不論上述何種情況均不成立，故𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) ≠ 1 

根據 Euler定理 ∵ (𝑎, 2𝑛) = 1 ∴ 𝑎𝜑(2
𝑛) ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

再根據引理 1, 若𝑡為最小正整數 s.t. 𝑎𝑡 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛)則 𝑡|𝜑(2𝑛) 

故可假設𝑡 = 2𝐿 (𝐿 ≤ 𝑛 − 1) 

先證明𝑛 ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)的情況，𝑛 = 1，顯然𝑜𝑟𝑑2(𝑎) = 1，1 < 𝑛 ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)時證明如下 

𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖，時顯然𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) = 1 ,𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑗時，由上面的結論可得則𝑖 = 1 

又因為𝑎 = 2𝑗𝑚 − 1, 𝑎2 = 22𝑗𝑚2 − 2𝑗+1𝑚 + 1 ≡ 1 𝑚𝑜𝑑(2𝑛) 

故 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑗，時 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) = 2，綜合以上𝑛 ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)時的結論成立 

最後用數學歸納法，證明𝑛 > 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)且 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖 時𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) = 2𝑛−𝑖  

若𝑎 = 2𝑖𝑘 + 1 = 2𝑗𝑚− 1, 𝑖, 𝑘, 𝑗,𝑚 ∈ ℕ, (𝑘, 2) = (𝑚, 2) = 1,𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)表示 𝑖, 𝑗中最大的數。 

𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) =

{
 

 
1, 𝑛 = 1

1, 𝑛 ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖

2, 𝑛 ≤ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑗

2𝑛−𝑀𝑎𝑥(𝑖,𝑗), 𝑛 > 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)
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當𝑛 = 𝑖 + 1 , 𝑎2 = (2𝑖𝑘 + 1 )
2
= 2𝑖+1(2𝑖−1𝑘2 + 𝑘) + 1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑖+1)  

∵ 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖, ∴ 𝑖 > 1 ∵ 2 ∤ (2𝑖−1𝑘2 + 𝑘) ∴ 𝑜𝑟𝑑2𝑖+1(𝑎) = 2(𝑖+1)−𝑖 = 2 

設𝑛 = 𝑖 + 𝑟  ,𝑜𝑟𝑑2𝑖+𝑟(𝑎) = 2𝑟成立，即𝑎2
𝑟
= 2𝑖+𝑟 × 𝑙 + 1 且(𝑙, 2) = 1 

當𝑛 = 𝑖 + 𝑟 + 1 , 

(𝑎2
𝑟
)
2
= (2𝑟+𝑖 × 𝑙 + 1)

2
= 2𝑟+𝑖+1(2𝑟+𝑖−1 × 𝑙2 + 𝑙) + 1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑟+𝑖+1) 

∵ 2 ∤ (2𝑟+𝑖−1 × 𝑙2 + 𝑙) ∴ 𝑜𝑟𝑑2𝑖+𝑟+1(𝑎) = 2(𝑖+𝑟+1)−𝑖 = 2𝑟+1 

故依數學歸納法 ∀𝑛 > 𝑖 , ⇒ 𝑎2
𝑛−𝑖

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛)  

而當𝑛 > 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗)且 𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑗 時的情況，則和𝑀𝑎𝑥(𝑖, 𝑗) = 𝑖同理 

總結以上即得出引理 3。 

 ∎ 

 

如同附錄二，我們可以發現𝑃102(5) − 𝑄102(5) = 1、𝑃103(5) − 𝑄103(5) = 2、𝑃104(5) −

𝑄104(5) = 4，表示5在冪次計算過程中，重複的週期的確也存在著與2類似的倍數關係，我

們一樣導出其一般式，並證明之。 

定理 3 

 

𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 5，則可以得到𝛼 = 2𝑛 

  則𝑃10𝑛(5) = 𝑄10𝑛(5) + 𝑜𝑟𝑑2𝑛(5) 

  且須滿足𝑄10𝑛(5)為最小的正數使得5𝑄10𝑛 (5) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，故取𝑄10𝑛(5) = 𝑛 

由引理 3 可以得出𝑜𝑟𝑑2𝑛(5) = 2𝑛−2  ⇒ 𝑃10𝑛(5) = 2𝑛−2  + 𝑛   

     ∎ 

  

週期𝑃10𝑛(5) − 𝑄10𝑛(5) = 2𝑛−2，𝑃10𝑛(5) = 2𝑛−2 + 𝑛 
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同樣地，我們可以推導出5𝑘的通式。 

定理 4 

 

 

𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 5，則可以得到𝛼 = 2𝑛 

  則𝑃10𝑛(5
𝑘) = 𝑄10𝑛(5

𝑘) + 𝑜𝑟𝑑2𝑛(5
𝑘) 

  由引理 3得到，𝑜𝑟𝑑2𝑛(5
𝑘) =

2𝑛−2

(2𝑛−2 ,𝑘)
，且(5𝑘)𝑄10𝑛(5

𝑘) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，故取𝑄10𝑛(5
𝑘) = ⌈

𝑛

𝑘
⌉ 

故𝑃10𝑛(5
𝑘) =

2𝑛−2

(2𝑛−2 ,𝑘)
+ ⌈

𝑛

𝑘
⌉ 

∎ 

在2,5得出結論後，我們開始想尋求目標數字並非是2或5的冪次的情形，即使數字不完

全是2或 5的冪次，我們同樣可以嘗試用定理 1~4 之結論作歸納。 

定理 5 

 

 

  𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 𝑎，則可以得到𝛼 = 5𝑛 

則可以得到𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) 

  且須滿足𝑄10𝑛(𝑎)為最小的正數使得𝑎𝑄10𝑛(𝑎) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，故取𝑄10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ 

  故𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) 

   ∎ 

舉例來說，若𝑎 = 12, 𝑛 = 4，那麼可得𝑖 = 2，則 𝑃104(12) = ⌈
4

2
⌉ + 𝑜𝑟𝑑54(12) = 502，即

12502 ≡ 122(𝑚𝑜𝑑 104)。  

   

  

𝑘為一正整數，週期𝑃10𝑛(5
𝑘) − 𝑄10𝑛(5

𝑘) =
2𝑛−2

(2𝑛−2, 𝑘)
， 𝑃10𝑛(5

𝑘) =
2𝑛−2

(2𝑛−2, 𝑘)
+ ⌈
𝑛

𝑘
⌉ 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 2，令𝑖為滿足2𝑖|𝑎之最大正整數，則 

週期𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎)， 𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) 
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同樣地我們推得了定理 6。 

定理 6 

 

 

 

𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 𝑎，則可以得到𝛼 = 2𝑛 

則可以得到𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) 

  且須滿足𝑄10𝑛(𝑎)為最小的正數使得𝑎𝑄10𝑛(𝑎) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，故取𝑄10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ 

  故𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) 

∎ 

  導出(𝑎, 10) = 2,5的情況後，我們想一次把非互質的情況完成，於是我們得出了定理

7。 

定理 7 

 

 

𝑃𝑓:   

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 𝑎，則可以得到𝛼 = 1 

則可以得到𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑1(𝑎) 

  且須滿足𝑄10𝑛(𝑎)為最小的正數使得𝑎𝑄10𝑛(𝑎) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，故取𝑄10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ 

得到𝑃10𝑛(𝑎) = 𝑄10𝑛(𝑎) + 1，故𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 1 

    ∎ 

若(𝑎, 10) = 1，與10互質的數字存在的最小自守規律較為混亂。 

因為不存在因數上的分解，使得提出𝑎𝑞後得到𝑎𝑞(𝑎𝑝−𝑞 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑10𝑛) 必須要討論

 𝑎𝑝−𝑞 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑10𝑛)的問題，而因為 10 並不是質數，我們先前的 Euler定理與其推廣無法使

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 5，令𝑖為滿足5𝑖|𝑎之最大正整數，則 

週期𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎)， 𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 10，令𝑖為滿足10𝑖|𝑎之最大正整數，則 

週期𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 1， 𝑃10𝑛(𝑎) = ⌈
𝑛

𝑖
⌉ + 1 
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用。我們試著找到了𝑜𝑟𝑑函數的性質，於是有了引理 4。 

引理 4 

 

 

𝑃𝑓: 

設𝑑 = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎), 𝑜𝑟𝑑𝑞(𝑎)) 

𝑎𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) , 𝑎𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑞) 

  ⇒ 𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎)|𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎), 𝑜𝑟𝑑𝑞(𝑎)|𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) 

  ⇒ 𝑑|𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) 

另一方面，顯然有 𝑎𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑞), 𝑎𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝) 

由於(𝑝, 𝑞) = 1, 𝑎𝑑 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝑝𝑞)，由引理 1，𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎)|𝑑 ⇒ 𝑑 = 𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) 

∎ 

引理 4給予了一個因數分解後計算的機會。我們便可以直接使用同樣的結論做結合。 

定理 8 

 

 

𝑃𝑓: 

在性質 1 中，帶入𝑑 = 10𝑛，𝑥 = 𝑎，則可以得到𝛼 = 10𝑛 

則可以得到𝑃10𝑛(𝑎) −  𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑10𝑛(𝑎) 

  且須滿足𝑄10𝑛(𝑎)為最小的正數使得𝑎𝑄10𝑛(𝑎) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 1)，故取𝑄10𝑛(𝑎) = 1 

又根據引理 4，𝑜𝑟𝑑10𝑛(𝑎) = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎), 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎))  

即得到𝑃1(𝑎)0𝑛 = 𝑄10𝑛(𝑎) + 𝑜𝑟𝑑10𝑛(𝑎) = 1 + 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎), 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎)) 

∎ 

舉例來說，當𝑎 = 17，𝑛 = 4時，透過定理 8 可以很快地得到： 

𝑃104(17) = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑24(17), 𝑜𝑟𝑑54(17)) + 1 = 501，即17501 ≡ 17(𝑚𝑜𝑑104)。 

  

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 1，有  

𝑃10𝑛(𝑎) − 𝑄10𝑛(𝑎) = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎), 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎))，𝑃10𝑛(𝑎) = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎), 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎)) + 1 

∀𝑝, 𝑞 ∈ ℕ, 𝐼𝑓(𝑝, 𝑞) = 1  

𝑜𝑟𝑑𝑝𝑞(𝑎) = 𝑙𝑐𝑚(𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎), 𝑜𝑟𝑑𝑞(𝑎)) 
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四、自守數與命題之關係及資料分析 

對於一個自守數𝑎，必滿足以下關係 

 

 

於是我們稱原本的自守數為「2 階的自守數」，並推廣到高階的自守數進行探討。 

這樣的關係可以對應到原命題 𝑎𝑝 ≡ 𝑎𝑞(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，在𝑞 = 1時之情況。 

我們前面已經可以知道𝑝的長相，所以我們可以利用𝑝來反推𝑎，可以避免對眾多的𝑎進

行高冪次的計算，也才有可能將所有自守數了解清楚。 

於是我們將命題修正如下，並賦予其定義： 

 

 

 

有了最小自守之後，若能找出最小自守為2的𝑎值，亦即找出所有的2階自守數。 

我們檢視前面的定理，將𝑞 = 1的情況推導出來，即可求出最小自守。 

性質 2 

 

 

𝑃𝑓: 

  ∵ 𝑎𝑃10𝑛(𝑎) ≡ 𝑎𝑄10𝑛 (𝑎)(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

又𝑄10𝑛(𝑎) = 1 ∴  𝑎𝑃10𝑛(𝑎) ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

且同時符合𝛿𝑛(𝑎)最小正整數之定義，故𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑃10𝑛(𝑎) 

∎ 

舉例來說，我們已知𝛿104(17) = 𝑃104(17) = 501，則「0017」這個數字是一個 501階的自守

數，即17501 ≡ 17(𝑚𝑜𝑑 104)。 

而對於(𝑎, 10) ≠ 1的正整數𝑎，出現的結果與先前的研究結果不同，有無解的狀況出

現，但依然可以與定理 1~4的研究方法做連結，並能一起解釋無解的原因。 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 1，恆有 

𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑃10𝑛(𝑎) 

𝑎2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

其中𝑛為滿足𝑎 < 10𝑛的最小正整數 

給定一正整數𝑎，尋找大於 1的最小的正整數𝑝使得 

𝑎𝑝 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，其中𝑛 ∈ ℕ 

則我們定義 𝑝 = 𝛿10𝑛(𝑎)，稱其為「𝑛位數下對𝑎的最小自守」 
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定理 9 

 

 

𝑃𝑓: 

已知 𝑎𝛿𝑛(𝑎) ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇒  𝑎(𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

∵ (𝑎, 10) = 10，故10 ∤ 𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1 − 1 ∴ 𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1− 1 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  所以我們可以推論𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)  ∴ 若 10𝑛 ∤ 𝑎，無解 

  若有 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ，可得𝑎2 ≡ 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，滿足𝛿10𝑛(𝑎)為最小的定義

𝛿𝑛(𝑎) = 2 

∎ 

定理 10 

 

 

𝑃𝑓: 

已知 𝑎𝛿𝑛(𝑎) ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇒  𝑎(𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

∵ (𝑎, 10) = 2，故2 ∤ 𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1− 1 ∴ 𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1− 1 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

    所以我們可以推論𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)  ∴若 2𝑛 ∤ 𝑎,無解 

若有 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) ，欲使𝑎𝛿10𝑛 (𝑎)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，依𝛿10𝑛(𝑎)為最小的定義 

則𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) = 𝛿10𝑛(𝑎) − 1 ⇒ 𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) + 1 

∎ 

定理 11 

 

 

𝑃𝑓: 

已知 𝑎𝛿10𝑛 (𝑎) ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇒  𝑎(𝑎𝛿10𝑛(𝑎)−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  ∵ (𝑎, 10) = 5故 5 ∤ 𝑎𝛿𝑛(𝑎)−1− 1 ∵ 𝑎𝛿10𝑛 (𝑎)−1 − 1 ≢ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) ∴ 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) 

   ∴若 5𝑛 ∤ 𝑎,無解，若有 𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，欲使𝑎𝛿10𝑛(𝑎)−1− 1 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

則根據𝛿10𝑛(𝑎)定義取最小，即𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) = 𝛿10𝑛(𝑎) − 1 ⇒ 𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) + 1 

∎ 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 10 

若10𝑛|𝑎，則𝛿𝑛(𝑎) = 2，其他狀況無解 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 2 

若2𝑛|𝑎，則𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑎) + 1，其他狀況無解 

對於正整數𝑎滿足(𝑎, 10) = 5 

若5𝑛|𝑎，則𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑜𝑟𝑑2𝑛(𝑎) + 1，其他狀況無解 
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我們已經有方法得出一個數字屬於「幾階自守」，但卻無法得出「𝑘階自守數」的集合內

存在哪些數字，於是我們想用「最小自守」來推導出「𝑘階自守數」的集合。 

 

五、推導自守數 

我們在網路上找到了「透視自守數」這篇科展，他們使用二項式展開的方式比對個位

數，十位數……等，解決了2~5階自守數的情況，但當尋找高階自守數時會變的很複雜。 

於是我們打算分析每個數字最小自守的長相來解決所有自守數的問題。 

我們要解決的問題為𝑘階自守數，定義如下： 

給定𝑛, 𝑘找到 𝑎 ∈ ℕ 使得 𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

為了求出自守數，我們賦予以下定義： 

𝐴(𝑘, 𝑛) 表示滿足𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 的所有正整數𝑎 < 10𝑛所形成的解集合。 

為了求出自守數的集合，我們進一步定義出以下集合： 

∆(𝑘, 𝑛) 表示滿足𝛿10𝑛(𝑎) = 𝑘 的所有正整數𝑎 < 10𝑛所形成的集合。 

我們求出了兩個集合函數的關係，即定理 12。 
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定理 12 

 

 

𝑃𝑓:k 

  𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛) ⇒ 𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  對任意正整數𝐿我們令𝐿 = 𝑏(𝑘 − 1) + 𝑟, 0 < 𝑟 ≤ 𝑘 − 1, 𝑟 ∈ ℤ, 𝑏 ∈ ℕ 

    使用數學歸納法證明，∀𝑏 ∈ ℕ ∪ {0}，𝑎𝐿 ≡ 𝑎𝑟成立 

  1° 𝑏 = 0 ⇒ 𝑎𝐿 ≡ 𝑎𝑟 

  2° 若𝑎𝑏(𝑘−1)+𝑟 ≡ 𝑎𝑟成立，則𝑎(𝑏+1)(𝑘−1)+𝑟 ≡ 𝑎𝑟成立 

  𝑎(𝑏+1)(𝑘−1)+𝑟 ≡ 𝑎(𝑏+1)(𝑘−1)+𝑟−𝑘 ∙ 𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑏+1)(𝑘−1)+𝑟−𝑘+1 ≡ 𝑎𝑏(𝑘−1)+𝑟 ≡ 𝑎𝑟 

  由歸納假設，𝑎𝑏(𝑘−1)+𝑟 ≡ 𝑎𝑟，故∀𝑏 ∈ ℕ ∪ {0}，𝑎𝐿 ≡ 𝑎𝑟成立 

  若𝑘 − 1|𝐿 − 1 ⇒ 𝑟 = 1 ⇒ 𝑎𝐿 ≡ 𝑎𝑟 ⇒ 𝑎𝐿 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇒ 𝑎 ∈ 𝐴(𝐿, 𝑛) 

  所以我們有 

⋃ ∆(𝑘, 𝑛)
𝐿−1

𝑘−1|𝐿−1
⊂ 𝐴(𝐿, 𝑛) 

  𝑎 ∈ 𝐴(𝐿, 𝑛) ⇒必有𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，依定義𝐴(𝐿, 𝑛) ⊂ ⋃ ∆(𝑘, 𝑛)𝐿−1
𝑘−1|𝐿−1 ，故得證。 

∎ 

透過定理 12，我們便可以透過求出∆(𝑘, 𝑛)來推得所有的自守數。 

舉個例子，若我們欲得出7階自守數的集合𝐴(7, 𝑛)，那麼可用來聯集的集合便是

∆(7, 𝑛)、∆(4, 𝑛)、∆(3, 𝑛)、∆(2, 𝑛)，即𝐴(7, 𝑛) = ∆(7, 𝑛) ∪ ∆(4, 𝑛) ∪ ∆(3, 𝑛) ∪ ∆(2, 𝑛)。 

而因為任何的∆(𝑘, 𝑛)都不存在交集，我們得到了更優秀的結論，所以我們只要找出每一

個∆(𝑘, 𝑛)的長相即可完成我們的目標，這點可以清楚地展現出最小自守的用處和意義。 

  由於以下諸多性質受到𝑛 ≥ 3之限制，我們接下來的定理(定理 13~定理 17)將直接預設

所有的𝑛 ≥ 3，而𝑛 < 3之情況由於可直接計算得出，因此不再贅述，可在附錄三、附錄四查

詢最小自守表驗證。 

  對於∆(𝑘, 𝑛)的尋找，我們採取同樣的策略，分成 4個情況討論。 

  

∀𝑘, 𝑛 ∈ ℕ, 𝐴(𝐿, 𝑛) = ⋃ ∆(𝑘, 𝑛)

𝐿−1

𝑘−1|𝐿−1
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定理 13 

 

  𝑃𝑓: 

  ∵ 𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛) ⇔ 𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇔ 𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 由(𝑎, 10) = 10 

  和(𝑎𝑘−1 − 1,10) = 1，我們可以得到𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  ∵ 𝑎 < 10𝑛  ∈ ℕ ∴無解 

∎ 

(𝑎, 10) = 10的情況固然簡單，但對於其他狀況我們卻遇到了瓶頸。 

  其他情況不存在這種簡易的判斷方法，因為最小自守即觀察𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)的最小次

方，是利用定理 12 的證明過程與最小自守的定義，等價於觀察𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，若能窮

舉所有𝑎 < 10𝑛的𝑎值，便能完成我們的工作。 

  但是由於這些𝑎的冪次計算太過困難，若能利用單一個數的冪次求得所有10𝑛下的所有𝑎

值，我們的工作就將化為可能──為此我們找到了名叫「原根」的定義。 

定義𝑎是𝑝的原根，若且唯若𝑜𝑟𝑑𝑝(𝑎) = 𝜑(𝑝) 

  也就是說，不存在兩個正整數𝑥, 𝑦 < 𝜑(𝑝)，使得原根𝑎滿足𝑎𝑥 = 𝑎𝑦。 

  這樣的好性質使我們能利用一個數字討論所有可能，並使用冪次的因倍數關係做分析。 

  又由於5𝑛有原根3，因此在(𝑎, 10) = 2時我們能就3𝑥的值來討論所有的解。 

  為了調整3𝑥的指數𝑥能嚴謹討論所有可能性，我們引出了新的定理。 

  定理 14 

   

 

 

  𝑃𝑓:顯然若𝑥 =
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)，(𝑎𝑥)𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)必成立， 

  因此以下證明若(𝑎𝑥)𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)，則𝑥 =
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎) 

  由引理 1， 𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)|𝑥(𝑘 − 1)，令𝑙 × 𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎) = 𝑥(𝑘 − 1) ⇔ 𝑥 =
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)， 

∀𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)且(𝑎, 10) = 10時滿足的解不存在 

若給定𝑘欲尋找𝑥滿足1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)， 

且𝑘 − 1為最小的正整數使得(𝑎𝑥)𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)，若且惟若𝑥 =
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎) 

其中𝑙, 𝑘滿足𝑙, 𝑘 ∈ ℕ，𝑙 ≤ 𝑘 − 1，(𝑙, 𝑘 − 1) = 1，𝑘 − 1|𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)。 
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  接下來說明其中𝑙, 𝑘需滿足的條件，由於命題中𝑘是最小正整數，因此若𝑙和𝑘 − 1可約的話， 

  必存在一數𝑘′小於𝑘 − 1且(𝑎𝑥)𝑘
′
≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑑)，因此(𝑙, 𝑘 − 1) = 1， 

  注意到𝑥為一個正整數，因此
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)必須是整數，又(𝑙, 𝑘 − 1) = 1， 

  因此𝑘 − 1|𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)必須成立，總結以上定理 14成立。 

∎ 

  舉個例子，若𝑘 = 6，𝑎 = 3, 𝑑 = 52，則𝑥 =
𝑙

6−1
𝑜𝑟𝑑52(3) =

𝑙

5
× 4 × 5 = 4𝑙， 

  欲滿足𝑙 ≤ 𝑘 − 1，(𝑙, 𝑘 − 1) = 1，則𝑙 = 1,2,3,4，即𝑥 = 4,8,12,16。 

 

  但是這樣不夠，由於接下來定理 15 欲滿足的條件有𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，為了使數字被2𝑛整 

  除，我們選擇直接為數字乘上1 − 5𝜑(2
𝑛)，這樣計算出來的數字不會是0，又能保證數字  

  被整除，最重要的是在5𝑛的同餘系下1 − 5𝜑(2
𝑛)將等價1，恰好滿足了所有性質。 

定理 15 

 

  𝑃𝑓: 

 

𝑃𝑓: 

  首先，由𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)我們有𝑎𝑘 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，而我們可以將其分解成下式 

  𝑎𝑘 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⟺ 𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，注意到(𝑎, 𝑎𝑘−1 − 1) = 1，因此由 

  (𝑎, 10) = 2我們推論𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⟺ {
𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)
 

  現在我們考慮右式的條件，先考慮𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) 

  首先我們希望由原根來表示𝑎，也就是滿足𝑜𝑟𝑑5𝑛(𝑔) = 𝜑(5𝑛)的正整數𝑔，此時注意到由 

  引理 2，𝑜𝑟𝑑5𝑛(3) = 𝜑(5𝑛)，因此 3為原根，我將用3𝑥來表示𝑎，故上式改為 

  (3𝑥)𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)再根據定理 14，我們可以更加的限制𝑥， 

  即得出𝑥 =
𝑙

𝑘−1
𝑜𝑟𝑑5𝑛(3)，其中 𝑙 ≤ 𝑘 − 1, (𝑙, 𝑘 − 1) = 1，𝑘 − 1|𝑜𝑟𝑑𝑑(𝑎)， 

  然而這樣的𝑎並不滿足條件𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，因此我選擇在同餘下直接乘上 

(𝑎, 10) = 2且𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)，若且唯若， 𝑎滿足 

𝑎 ≡ 3𝑥 × (1 − 5𝜑(2
𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛), 

其中𝑥 =
𝑙

𝑘−1
∙ 4 × 5𝑛, 𝑙 ≤ 𝑘 − 1, (𝑙, 𝑘 − 1) = 1，且𝑥 ∈ ℤ 
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  (1 − 5𝜑(2
𝑛))，這樣做並不改變𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)這個條件，而且將滿足 

  𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，故我們得出𝑎 ≡ 3𝑥 × (1 − 5𝜑(2
𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛),為我們要的解 

∎ 

接下來若(𝑎, 10) = 5，即要考慮同餘2𝑛的。 

在研究過程中，我們注意到2𝑛並不存在原根，這使研究困難性又再一次增加。 

我們目前可以確定的是，根據引理 3，當𝑛 ≥ 3時2𝑛存在3使得𝑜𝑟𝑑2𝑛(3) = 2𝑛−2 =

𝜑(2𝑛)

2
，表示我們依然能以3𝑥枚舉至少一半的可能性。 

有沒有辦法透過這一半生成出另一半的可能性呢？最開始我們想尋找一個3𝑥不能表示的

數字𝑟，這樣便能以𝑟 ∙ 3𝑥表示剩下的數字，而很幸運地，我們發現𝑟 = −1時，這樣的結論恰

好成立！ 

引理 5 

 

𝑃𝑓: 

  設𝑘, 𝑛, 𝑚 ∈ ℕ, 𝑛 = 1時顯然無解，𝑛 = 2時，𝑘 = 1為唯一解，以下考慮𝑛 ≥ 3 

  設3𝑘 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) ⇒ 3𝑘 = 𝑚 ∙ 2𝑛 − 1 ⇒ 3𝑘 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 8)  

  但32 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 8) ,3 ≡ 3(𝑚𝑜𝑑 8)，因此3𝑘 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 8)不可能成立，引理 5得證。 

∎ 

若 𝑛 ≥ 3,則∀𝑘 ∈ ℕ, 3𝑘 ≢ −1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 
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透過引理 5，我們便可以推論±3𝑥將能夠討論所有的可能解。 

 

定理 16 

 

 

 

 

 

𝑃𝑓: 

  由𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)我們有𝑎𝑘 ≡ 𝑎 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⟺ 𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，而由 

  (𝑎, 𝑎𝑘−1 − 1) = 1，以及(𝑎, 10) = 5，我們可以進一步得出 

  𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⟺ {
𝑎 ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
接下來我們將目標放在右式， 

  考慮條件𝑎𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，我們希望由原根來表示𝑎，但和定理 15 不同的地方在於 

  2n並沒有原根，但是我們發現了3𝑥可以表示恰好一半的數，下一步我們希望可以找到一 

  數𝑡使得3𝑥 ≢ 𝑡(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，而由引理 5， 

  我們得到3𝑥 ≢ −1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)這件事，達成了我們的目標， 

  以下證明我們如何辦到利用-1 來表示所有的數。 

  設𝑆2𝑛 = {𝑙  |  2 ∤ 𝑙, 𝑙 < 2𝑛} 

  𝑆3 = {𝑙  |  3𝑚 ≡ 𝑙(𝑚𝑜𝑑 2𝑛), 𝑙 < 2𝑛}, 𝑆3
′ = {𝑙  |  −(3𝑚) ≡ 𝑙(𝑚𝑜𝑑 2𝑛), 𝑙 < 2𝑛} 

  根據引理 3，𝑜𝑟𝑑2𝑛(3) = 2𝑛−2； 

  又根據引理 5，3𝑚 ≢ −1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛),𝑚 ∈ ℕ ⇒ 故𝑆3 ∩ 𝑆3
′ = ∅， 

  而我們知道𝑆3和𝑆3
′的元素個數一樣多，又這兩個集合的元素個數恰好等於𝑆2𝑛元素個 

  數，故我們可以推論𝑆3 ∪ 𝑆3
′ = 𝑆2𝑛，也就是說，如果1 ≤ 𝑥 ≤ 2𝑛−2，在同餘2𝑛的情況下 

  ±3𝑥可以出現1~2𝑛的所有情況。 

  考慮兩個情況，𝐴 ≡ 3𝑥 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛), 𝐵 ≡ −3𝑥 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

  𝐴 ≡ 3𝑥 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，此時直接使用定理 14即可 

1°若𝑘 − 1為偶數 

  𝐵 ≡ −3𝑥(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，∵ 𝐵𝑘−1 ≡ (−1)𝑘−1(3𝑥)𝑘−1 ≡ 𝐴𝑘−1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，同𝐴的情況。 

(𝑎, 10) = 5且𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)，若且唯若 (𝑘 − 1)|2𝑛−2 ，𝑎滿足 

𝑎 ≡ 𝜇3𝑥 × (1 − 2𝜑(5
𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

其中𝑥 =
𝑖

𝑘−1
∙ 2𝑛−2 , 𝑖 ≤ 𝑘 − 1, 𝜇 = {

1              𝑘 = 2, (𝑙, 𝑘 − 1) = 1
1𝑜𝑟 − 1 𝑘 ≠ 2, (𝑙, 𝑘 − 1) = 1

−1              4|𝑘 − 3, (𝑙, 𝑘 − 1) = 2
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  但若4|𝑘 − 3，則𝐵
𝑘−1

2 ≡ (−1)
𝑘−1

2 (3𝑥)
𝑘−1

2 ≡ −𝐴
𝑘−1

2 ≢ 𝐴
𝑘−1

2 (𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

  由於
𝑘−1

2
的倍數中，最小的卻又比

𝑘−1

2
大的數字就是𝑘 − 1，並能使負號被消除，形成最小 

  自守，故當4|𝑘 − 3，我們必須針對定理 14 的數對𝑙, 𝑘多討論一種(𝑙, 𝑘 − 1) = 2的情況。 

2°若𝑘 − 1為奇數，由定理 14，𝑘 − 1|2𝑛−2 ⇒ 𝑘 = 2 

  𝐵 ≡ −3𝑥(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，∵ 𝐵𝑘−1 ≡ (−1)𝑘−1(3𝑥)𝑘−1 ≡ −(3𝑥)𝑘−1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) 

  根據引理 5，(3𝑥)𝑘−1 ≢ −1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) ⇔ −(3𝑥)𝑘−1 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，故無解。 

  為了方便描述，我們將解表示為𝜇3𝑥， 

  其中𝜇 = {

1              , 𝑘 = 2 𝑎𝑛𝑑 (𝑙, 𝑘 − 1) = 1
1𝑜𝑟 − 1         , 𝑘 ≠ 2 𝑎𝑛𝑑 (𝑙, 𝑘 − 1) = 1

−1              ,4|𝑘 − 3 𝑎𝑛𝑑 (𝑙, 𝑘 − 1) = 2
 

  所以我們令𝑎 ≡ 𝜇3𝑥 × (1 − 2𝜑(5
𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，則可同時滿足{

𝑎 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
⇔ 

  {
(𝑎, 10) = 5

𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)
，這樣我們就找出了同餘10𝑛下所有可能的𝑎。 

∎ 

最棘手的情況回到(𝑎, 10) = 1，有了先前原命題將10分成2,5討論的經驗，我們事先證

明出了引理 6： 

引理 6 

 

  𝑃𝑓: 

  1∘  ⇒ 

  令𝑎𝐿 = 10𝑛 ∙ 𝑚 + 1,𝑚 ∈ ℕ ∪ {0}，則𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛) ∧ 𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) 

  2∘  ⇐ 

  令𝑎𝐿 = 2𝑛 ∙ 𝑚 + 1,𝑚 ∈ ℕ ∪ {0} 

  ∵ (2𝑛, 5𝑛) = 1  ∴ 5𝑛|𝑚 ∴ 10𝑛|2𝑛 ∙ 𝑚 ∴ 𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)  

    總結以上，即得出引理 6 

𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇔ 𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)且𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) 

∎ 

𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇔ 𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)且𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛) 
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這樣的性質是非常漂亮的，因為有了這樣的對應關係，我們可以直接把定理 15和定理 16的

結論做結合。 

  恰好前兩個定理得出的數字都各自會讓另一個因數整除自己，所以結合後將不會互相影

響，又能同時滿足兩個性質。 

  即{
𝐴 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)

𝐴𝑥 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)
、{

𝐵 ≡ 0(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝐵𝑦 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
，則令𝑎 = 𝐴 + 𝐵後，能同時滿足

{
𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
，我們可以任意調整𝑥與𝑦以便滿足引理 6的條件。 

  但在證明過程中我們發現，還存在一個微小的問題需要解決，不同於先前的定理，定理

17 不能直接在分母擺上𝑘 − 1，我們注意到這樣無法生成出所有的自守數。 

  透過推導後我們發現，若分母𝑖, 𝑗滿足𝑙𝑐𝑚(𝑖, 𝑗) = (𝑘 − 1)，同樣能夠生成出最小自守為𝑘

的自守數，如此一來問題在細節處理完後便被完整地被解決了。 

  定理 17 

 

 

  𝑃𝑓: 

 

 

 

𝑃𝑓: 

  由𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)知𝑎𝑘 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⟹ 𝑎(𝑎𝑘−1 − 1) ≡ 0 (𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

且(𝑎, 10) = 1故𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  根據引理 6, 𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) ⇔ {
𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
 

  尋找所有𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)，同定理 15 討論方式，令𝐴 = 3𝑥滿足𝐴𝑘−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑5𝑛)，

由定理 14有𝑥 =
𝑖

𝑘−1
∙ 4 × 5𝑛−1，其中, 𝑖 ≤ 𝑘 − 1 

  同理尋找所有𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)，同定理 16討論方式，令𝐵 = 𝜇3𝑦滿足𝐵𝑘−1 ≡

1 (𝑚𝑜𝑑2𝑛)，由定理 14 有𝑦 =
𝑗

𝑘−1
∙ 2𝑛−2，其中𝑗 ≤ 𝑘 − 1 

(𝑎, 10) = 1，𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)的所有解為 

𝑎 ≡ 3𝑥 × (1 − 5𝜑(2
𝑛)) + 𝜇3𝑦 × (1 − 2𝜑(5

𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  其中𝑥 =
i

𝑘−1
∙ 4 × 5𝑛−1 , 𝑖 ≤ 𝑘 − 1，𝑦 =

𝑗

𝑘−1
∙ 2𝑛−2, 𝑗 ≤ 𝑘 − 1，𝑥, 𝑦 ∈ ℕ 

𝜇 = {

 1               , 2 |  𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1

 1𝑜𝑟 − 1  , 2 ∤ 𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1

 − 1               , 4|𝑘 − 3 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 2
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  在定理 16中因為有兩類情況的解，當𝑘 − 1為偶數𝐵 = ±3𝑦，且當4|𝑘 − 3同樣的必須多

考慮𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 2 

  我們一樣利用𝜇3𝑦來描述解的情況， 

  𝜇 = {

 1               , 2 |  𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1

 1𝑜𝑟 − 1  , 2 ∤ 𝑘 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1

 − 1               , 4|𝑘 − 3 𝑎𝑛𝑑 𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 2

 

  反之如果我們有{
𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
⇒ 𝑎𝐿 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 10𝑛) 

  因為𝑘為最小自守，所以必須有𝐿 = 𝑘 − 1， 

令𝑎 ≡ 3𝑥 × (1 − 5𝜑(2
𝑛)) + 𝜇3𝑦 × (1 − 2𝜑(5

𝑛))(𝑚𝑜𝑑 10𝑛)，即滿足{
𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 5𝑛)

𝑎𝑘−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 2𝑛)
， 

  擁有上述條件，可知(𝑎, 10) = 1，𝑎 ∈ ∆(𝑘, 𝑛)的所有解為定理 16 所述。 

∎ 

 

定理 17求得自守數的方法比起暴力枚舉在速度上有非常好的進步，由於小於𝑘 − 1的數個數

只有𝑘 − 2個，也就是𝑖有𝑘 − 2種可能， 𝑥 =
𝑖

𝑘−1
，我們有不超過𝑘 − 2個數，而𝑦同理。 

  故我們只需要枚舉不超過𝑘 × 𝑘 = 𝑘2種組合，便能求出所有定理 17 可得出的自守數，

與最原始地暴力窮舉10𝑛底下的數字顯然有了極大的效率增進。 

  舉個例子，當𝑘 = 3, 𝑛 = 3，符合條件的數對(𝑖, 𝑗)共有(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)四種，其

中： 

  數對(2,2)對應到了4|𝑘 − 3的情況，產生一個三階自守數 751； 

  數對(2,1)使用原本2 ∤ 𝑘的通式，產生兩個三階自守數 251、501； 

  數對(1,2)使用原本2 ∤ 𝑘的通式，產生兩個三階自守數 249、999； 

  數對(1,1)使用原本2 ∤ 𝑘的通式，產生兩個三階自守數 499、749。 

  現在我們能利用定理 13、定理 15 至 17生成出∆(𝑘, 𝑛)集合內的多個解，而且因為(𝑎, 10)

只有1,2,5,10四種可能，所以我們一定能確定這些定理導出來的數字能涵蓋住整個∆(𝑘, 𝑛)集

合。 

  於是我們最後便能透過定理 12找到𝐴(𝑘, 𝑛)之所有解。 
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  接下來我們關注一個問題，有沒有可能找出𝑘階自守數的個數呢？ 

注意到在定理 15、16中自守數個數事實上就是找出𝑔𝑐𝑑(𝑘 − 1, 𝑖) = 1的𝑖的個數，至於定理

17 則是找出𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1，的數對(𝑖, 𝑗)的個數，前者比較容易，因此我們把重點放在

後者的研究。 

  定理 18 

 

 

  𝑃𝑓: 

 

𝑃𝑓: 

可以用排列組合算出滿足𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑥) = 1的個數為 

∑𝑑𝜙(𝑑)𝜙 (
𝑥

𝑑
)

𝑥

𝑑|𝑥

=∏(𝑝𝑖
2 − 1)𝑝𝑖

2(𝑎𝑖−1)
𝑛

𝑖=1

 

 

  

給定正整數𝑘滿足𝑔𝑐𝑑(𝑘 − 1, 𝑖) = 1，𝑖的個數為𝜑(𝑘 − 1)，此處的𝜑表示尤拉函數 

假設給定正整數𝑘滿足𝑔𝑐𝑑(𝑖, 𝑗, 𝑘 − 1) = 1的個數為𝑓(𝑘 − 1)，若𝑥 = 𝑝1
𝑎1𝑝2

𝑎2 …𝑝𝑛
𝑎𝑛 

則 𝑓(𝑥) =∏(𝑝𝑖
2 − 1)𝑝𝑖

2(𝑎𝑖−1)

𝑛

𝑖=1
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我們分析生成最小自守集合演算法時間複雜度之改進。 

  原先暴力法我們將枚舉𝑂(10𝑛)個數字，花費約莫𝑂(10𝑛)的乘法求得最小自守，總時間

複雜度將慘至𝑂(102𝑛)。 

  使用定理 9~11 計算最小自守，每個數字可花費𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)的時間求得最小自守，其總時間

複雜度依然只能降至𝑂(10𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)。 

  如果改用定理 15~17生成自守數，首先在定理 15、16只需要枚舉𝑙，故只需要𝑂(𝑘)的時

間完成計算，定理 17即如先前所說，需要𝑂(𝑘2)，故我們總時間複雜度只需要𝑂(𝑘2)便能完

成自守數的生成(其𝑛的增長只與機器計算數字的速度相關)！ 
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