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研究動機 

玩過呼拉圈的人就知道拼命前後用力甚至試圖隨著呼拉圈園周運動的方向

施力,不在一個穩定的情況下是無法達到平衡.而達到平衡之後而用力方式便可以
規律化,甚至只要前後擺動就可以維持其轉動.其人與圈的律動呼應了物理之美. 

 

研究目的 

1. 人的搖擺律動、與呼拉圈的轉動此兩者一定要恰到好處才能行成穩定擺
動。以觀察紀錄的方式尋找兩者之間的關係。 

2. 呼拉圈的搖擺方式為線性的簡諧運動、等速率的圓周運動、或長橢圓運
動。設法求得其運動模型，並設計電動模型進行多元的探討。 

3. 利用動態幾何軟體(GSP)探討呼拉圈質心轉動及自旋軌跡。 

 

研究方法 

 
一.穩定呼拉圈律動的探討 
探討人穩定搖擺與呼拉圈轉動的頻率 
r：人搖擺半徑=12cm 
呼 拉 圈 A B C
R ： 半 徑 ( c m ) 4 2 5 3 52
M ： 重 量 ( k g ) 0.7 1.2 1.5
轉 動 慣 量 0.19 0.54 0.65
M R 2 + M ( R - r ) 2

f m 106 95 88
113 93 85
113 92 83

 平 均 f m 111 93 85

 
 
定義   fm：人的搖擺最低頻率 
   fo：呼拉圈的質心旋轉頻率 
   fs：呼拉圈的自旋頻率 
  ω0：呼拉圈質心旋轉角速度 
  ω0 =2πfo 
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討論 

 

1. 以半徑大小，管徑粗細，輕重不同的呼拉圈，控制在最小轉速下最輕鬆的
轉動，此時 fm= fo 

 

2. 突然以較 fo大之 fm搖擺，則呼拉圈之穩定擺動立即受破壞，隨之落下 

 

3. 由 F 向心力=MRω2，可知呼拉圈越大，R大，fo小，意即呼拉圈越大，所需

的角速度越小，也就是越容易轉起來 

 
4. 呼拉圈越重，若在 fo，R不變條件下，則手所施的力要加大。若想要施力
不變，則可以使 fo↓，或 R↓來達到平衡。即呼拉圈重，可以以較低的角
速度或旋轉半徑來達到平衡。 

 
5. 呼拉圈的平移旋轉頻率 fo與呼拉圈的自旋頻率 fs的關係 

 
若呼拉圈與身體之間為無滑動之純轉動，則 
與身體接觸之弧長ΔX= 身體之周長 2πr 
設偏差角度為θ，則 

Rθ=2πr, θ=2π(r/R) 

故實際轉過角度為2π-θ=2π(R-r)/R ,角速度比為  1: (R-r)/R=R:R-r 
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二.動力學的分析 

 
1. 力的分析 

2. 功能原理 

 
呼拉圈之轉動慣量 I=mR2+m(R-r)2=m(2R2-2Rr+r2) 
若 r<<R  則 I=2mR(R-r) 
人搖擺推力對於呼拉圈作功，平均力為 F，擺幅 r， 
每作功 F*r*f =(m*(Rω)2)/2+(Iω2)/2 

=[(mR2)/2+2mR(R-r)/2]ω2 

` =(3/2*m R2-2mRr)ω2 

以維持穩定搖擺 

 
 

3. 人的搖擺形式 

 
l 線性簡諧運動 
l 等速率圓週運動 
l 簡諧運動+圓周合成的長橢圓振盪 

 
以上三種形式，皆以人正前方身體的方向施推力 F作功，為主要的動力
來源 

 
F=μ*Fc=μ*mRω 
力矩τ=f*R=I*α 

α用以維持等速率穩定轉動，ω為定值，而不是做

等角加速使用 

 

 

F 
 

mg 

Fc 
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三.自製電動的呼拉圈搖擺，探討更大轉速下的模型 

  
馬達模型的設計 
原先的構想是以可變電阻控制馬達轉速，以馬達帶動圓盤，在圓盤上固定

轉動軸心(相當於人的腰部)以達到轉動的效果。為了計算馬達轉動的頻率，
便在圓盤的周圍每隔一個固定角度切割出一道道狹縫，藉由垂直盤面的雷射

光間歇性的穿過狹縫，投射在具有光敏電阻的計頻器上，以計算馬達轉動的

頻率。 
  然而，經過嘗試各種不同的馬達轉動頻率，轉動的半徑 r，呼拉圈的半
徑 R，以及轉軸及呼拉圈的各種材質，呼拉圈的公轉與自旋頻率始終是相等
的，也就是呼拉圈和轉軸的接觸點始終都是同一點。這和實際上的狀況並不

相同。 

 
  因此實際模型和真實狀況最後的差距，便在於在轉盤上的轉軸並不是平

移轉動，而是有自旋的轉動。為了修正這個情況，原先的設計是在轉盤上的

轉軸和轉盤的圓心之間安置偶數個齒輪組，位於圓心的齒輪被固定住而沒有

轉動(因此相對於圓盤及其上的其他齒輪的轉動就是逆向的)，將此逆向的轉
動用偶數個齒輪組傳動到末端的轉軸上，便可將轉軸原先的自旋抵銷，造成

平移轉動的效果。  
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 在實際製作後才發現有相當多的問題等待克服。例如齒輪如何在轉盤上

固定又能自由轉動(使用的齒輪是四驅車的小塑膠齒輪)，齒輪與齒輪之間，
馬達和圓盤之間，齒輪和轉軸之間的摩擦。而加上林林總總裝置之後，馬達

也無法負擔如此多的功率，使轉動達不到可以帶動呼拉圈的速率。因此這一

部分的裝置也沒有成功。 

 
 
完美的搖擺模型 

 
最後的裝置是利用連桿的原理，藉由連桿間數個關節處角度的改變，使得帶

動轉軸的最後一跟連桿之方向始終與固定端保持平行，以維持轉軸質心轉動

無自旋的效果。 
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四．以 GSP動態幾何模擬呼拉圈的轉動情形 

 
 由於呼拉圈之圓心繞轉軸轉動之頻率 fo，及呼拉圈上之各點繞圓心之自旋頻

率 fs，若在呼拉圈對軸心的運動只是轉動而沒有滑動，則有如上述 fo：fs=1: 
(R-r)/R的關係。因此建立如下模擬： 

  
點 H對圓 E繞轉，為圓 I對圓 E的切點。也相當於轉呼拉圈時，身體對呼拉

圈的切點。圓 E則是身體切點的軌跡(而非身體本身)。 
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左邊向量 A->G的方向設定為=向量 E->H，因此當點 G在圓 A上轉動時，
會控制點 H在圓 E上以同樣的角度轉動，這便是呼拉圈圓心繞人體的轉動。 
而同理，點 J在圓 C上轉動時，便會使得右邊的點 K在呼拉圈 I上轉動，

這便是呼拉圈的自旋。 

 
由於 GSP中一點在某一軌跡上運行的速度，為一固定的線速度 v，因此為了

控制 fo：fs的比值，由於 fo：fs=ωo/2π：ωs/2π=ωo：ωs =v/ RA：v/RC=RA：RC，

因此控制左邊兩圓的半徑比便可控制呼拉圈 fo：fs的比值。 

 
如上述，fo：fs=1: (R-r)/R的關係，因此 

便是 fo：fs的比值。而 

是RC：RA的比值，在理想呼拉圈繞轉的模型中會是 fo：fs比值的倒數。 
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理想狀態下的呼拉圈軌跡 

 
取下列 R與 r的關係，描繪呼拉圈的軌跡 

半徑比 角速度比
R:r R：R-r
2:1 2:1
3:1 3:2
4:1 4:3
5:1 5:4  
2:1         3:1 

 
4:1         5:1 
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呼拉圈上一點與轉軸接觸點的位置 

 
圖中呼拉圈上定點與身體接觸點都只有一點，如果一開始時質心繞轉和自

旋的旋轉角度都為零，則每當兩者之角度差又為零時(即圖中之兩條虛線相
重合時)，定點與轉軸接觸。 
T0:呼拉圈質心繞轉一週之週期 
Ts:呼拉圈自旋一周之週期 
若經過時間 t之後，兩者之角度差為： 
2π(t/ T0)-2π(t/ Ts)= 2πt(1/ T0-1/ Ts)= 2πt(f0-fs) 

當偏差角度為2π之整數倍時，定點與轉軸接觸： 
2πt(f0-fs)= 2πn , t(f0-fs)= n................ (1) 

 

在理想的狀況之中 

帶入之前的結論 fs= f0 (R-r)R 

f0-fs= f0 (r/R) 

t*f0 (r/R)=n , t=n(R/r)/ f0 =n(R/r) T0 

 
故 t= n(R/r) 個 T0時重合，重合點位於n(R/r)* 2π處 
 

接觸點之間自旋造成的外圍圈數 

 

在此情況中隨著R/r=2,3,4,5⋯, t即等於2n,3n,.4n,5n個質心繞轉週期,而重合

處在之處,因此重合點都只有同一點。 

而四種情況分別要自旋繞過(R-r)/R*(質心繞過的圈數)圈，也就是 

(R-r)/R *R/r=(R-r)/r圈後，便回到原點，並開始新的循環，因此整個圖形外

圍的圈數便為(R-r)/r圈，也和圖中的1,2,3,4圈吻合。 
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上圖是 R;r=4:3及 5:4的例子 
4:3的重合點位於(4/3)n*2π=(1/3)n*2π,自旋每一個瓣形部分繞了(4-3)/3=1/3圈 

總共只繞一圈，因此沒有如上圖在外圍畫弧的情形。 

 

5:4的重合點位於(5/4)n*2π=(1/4)n*2π,自旋每一個瓣形部分繞了(5-4)/4=1/4圈。 
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非理想的轉動模型 

以上討論的前提都是假設呼拉圈與轉軸之間的相對運動是純滾動而無滑動，也就

是遵循 fo：fs=1: (R-r)/R的關係。然而在非理想的狀況中，也有可能由於摩擦力的

干擾，或是轉軸的運行不是完美的等速率圓周運動，而造成 fo：fs的比值比預期

大或小的狀況。因此藉由調節圓A,C的半徑比，使得 fo：fs不等於(R-r)/R，以進

行以下的模擬。 

左圖是前述理想的模擬， 

R:r=2:1,頻率 fo：fs=1: (R-r)/R=1/2 

 

 

 

 

 

 

 

 

R:r=3 , fo：fs仍是 1/2      R:r=2.26  , fo：fs仍是 1/2 

 

 

  

 

R:r=1.51, 已經看得出來有退化的跡象 R:r=1.13 ,幾乎要變成圓了 
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兩個圖的 fo：fs都是 3:4，而半
徑比的不同，只造成接觸點附

近的差異。 

 
由上面幾個例子可知，轉

動軌跡的模式取決於 fo：fs比

值的改變。回頭看看前面討論

理想情況時的(1)式： 
2πt(f0-fs)= 2πn , t(f0-fs)= n，t=n/( f0-fs)，接觸點位於 2πn/( f0-fs)(To)= (2πn/ 

f0)/[(1- f0/ fs)* To ]= 2πn/(1- f0/ fs)  

 
由於接處點的位置決定的圖形的模式，故轉動軌跡的模式僅取決於 fo：fs比

值的改變。 
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結論 

 
1. 人的搖擺頻率與呼拉圈質心的繞轉頻率比恰為 1:1時，能達到最低轉速輕鬆
的擺動。 

2. 藉由分析手搖呼拉圈的數據顯示，呼拉圈越重，半徑越大，搖擺的最低頻率
也會越小 

3. 用手搖取代呼拉圈再桌面上的搖擺可以完美呈現人搖擺的律動，方便觀察及
探討，使得本實驗的模擬進入了可靠的依據 

4. 利用可控制頻率之電動呼拉圈模型進行多元的探討，可直接控制穩定的頻
率，搖擺不同的呼拉圈，可清楚的紀錄動點的自旋軌跡。 

5. 以 GSP模擬呼拉圈的轉動軌跡，發現有如下特性： 
l 理想的轉動狀況下，呼拉圈的軌跡取決於兩項數值： 
-軌跡與轉動軸心之重合點位於n(R/r)* 2π，n=1,2,3,4⋯.. 

-接觸點之間自旋造成的外圍圈數：(R-r)/r 

l 在非理想的轉動狀況，呼拉圈的軌跡模式也僅與兩個轉動頻率 fo：fs

的比值有關。 
6. 用 GSP探討簡易的運動現象，可深入並寬廣多元的探討。它的優點是易於
操作、控制，方便觀察，詳實紀錄，並提供了數學上的自由度，完美呈現生

活物理中的樂趣。 
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感想 

 
要輕鬆的搖動呼拉圈必須要使身體和呼拉圈的搖擺，有一個切合的搭配，是

一件很容易體會的事情。然而在實地觀察呼拉圈的擺動之後，才發覺簡單的運

動現象，其中也是相當複雜的。由於呼拉圈全憑著對身體的正向力產生的摩擦

力以維持不墜，而力的測量要應用的裝置也就複雜許多，而力的改變又會直接

影響頻率和振幅，因此這方面也就難以著手。偶然間用手搖擺呼拉圈，發現其

中有許多漂亮的現象，才讓我看清楚他的真面目。 

 
另外這次實驗過程中，花了最多時間的，也就在馬達模擬裝置上面。一開始

呼拉圈會和轉軸呈一點黏住的狀態而轉動令人相當疑惑，一開始是試圖加快轉

動的頻率，而沒有效果。或是考慮到轉軸對呼拉圈施予的摩擦力和呼拉圈形變

後正向力的改變，以及這兩個力分配在自旋和質心繞轉所造成的結果，而改變

轉軸和呼拉圈的材質，依然也是徒勞無功。 

 
等到猜測這或許和轉軸的自旋有關之後，已經是一個多月後的事情了。而接

下來包含齒輪的設計雖然看似很簡單，做起來才知道成功的機會是很微渺的。 
這個經驗使我體會到實做上的困難。 

 
 而當 GSP的模擬提供自由度較多的變化之後，呼拉圈的軌跡才有辦法能夠
呈現。然而運用攝影以觀察分格的變化，或是簡單的運用手搖其實都可以看出

一些端倪。不同的觀察目的，配合的方法可以是多變的，這是我在此次實驗中

最大的收穫。 


