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由三角形到三角錐 
一、動機及序言： 

（一）：在上學期高二數學第三冊中提到球面的幾何性質與圓周的幾何性質可以類比，如圓

冪定理與球冪定理、過圓或球外一點求切線段長的公式等，之前也學過空間的圖形

如四面體（三角錐）、球等；因此我們想：三角錐的幾何性質與三角形的幾何性質應

該也可以類比才對。在老師提供的波利亞（G.Polya）著的《數學與猜想》

（Mathematics and Plausible Reasoning）一書中，看到如圖（一），使我們更加

確定此推論。 

 

 

 

 

 

 

可類比的                                             可類比的 

     圖（一） 

 

     其理由波利亞說：「在平面上，至少要三條直線才能圍成有限的圖形──三角形； 

     而在空間中，至少要四張平面才能圍成有限的區域──三角錐。就兩者以數目最少 

     的簡單分界為元素所圍成這一點來說，三角形與平面的關係同三角錐與空間的關係  

     是一樣的。」現在我們換一個角度闡明三角形與三角錐的關係如下： 

三角形區域是在平面直角座標下不等式組
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        拉高一度 

三角錐區域是在空間直角座標下不等式組
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（二）：如同圓與球，三角形的類比是三角錐，其類似的性質我們叫做「類推」。本作品的
目標就是從三角形的諸多性質，類推出三角錐的性質。這其中也許有一些顯而易見，
有一些則是一般人疏忽或不易察覺的。我們查遍圖書館及請教師長，發現沒有人對
此做過有系統的研究、發現、整理。自去年下半年開始，經過我們長期的努力，才
彙編出這本成果。 

（三）：在類推的推理過程中，波利亞於序言中提到，可稱之為「猜想」或「合情的推理」；
我們採用「猜想」一詞。以下每次由三角形的性質猜想出三角錐的性質時，都要論
證其成立與否。這其中偶爾會有失敗、不成立的情況，亦需找反例或證明以確定其
不成立，例如：「海馬猜想」；成立的情況中比較突出的，我們稱之為公式或定理，
例如：「空間畢氏定理」及「海虎公式」等。（容後說明） 

※（四）：由於本作品是要建立完整的體系，故內容探討盡量做到滴水不漏，以至於其中難免
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略嫌瑣碎、冗長，若各位專家們欲在最短的時間中看出其精華，可優先注意如猜想
9空間畢氏定理、猜想14三角錐重心體積推廣定理、猜想22三角錐立體多面角定
理及其推廣。但是讓我們絞盡腦汁，也最令我們引以為傲的，應是猜想23海馬猜想、
猜想24海虎公式，以及最後一個猜想25海虎不等式。 

二、內容與過程（先提特殊三角形，再提一般三角形） 
（一）：正三角形類比正四面體 
 猜想1：正三角形的內心、外心、重心三點合一，類推出正四面體的內心、外心、重

心三點合一。 
              易證成立 
       定義1：n角錐 nAAAO L21− ，由 21OAA∠ 、 32OAA∠ 、⋯、 1OAAn∠ 此 n個角所圍成的

角我們稱之為立體多面角 nAAAO L21−∠ ，簡記為 nAAAO L21−∠ 。 

       定義2：兩三角錐的立體多面角 321 AAAO −∠ 與 ′′′−′∠ 321 AAAO ，若
′′′∠=∠ 2121 AOAOAA ， ′′′∠=∠ 3232 AOAOAA ， ′′′∠=∠ 1313 AOAOAA ，則

321 AAAO −∠ = ′′′−′∠ 321 AAAO （全等）。 
       定義3： 321 AAAOm −∠ ＝ 133221 OAAOAAOAA ∠+∠+∠ 。 

        （兩三角錐的立體多面角全等度量一定相等，但度量相等兩角不一定全等） 
 猜想2：正三角形三邊等長、三內角全等，類推出正四面體六稜等長、四面全等、四

立體多面角全等。 
        易證成立 

（二）等腰三角形類比正三角錐 
       定義4：三角錐 ABCO − ，在 ABC? 所在平面上，恰有一點D滿足立體多面角

CADOmBCDOmABDOm −∠=−∠=−∠ ，則稱OD為立體多面角 ABCO −∠

的分角線。 
    猜想3：等腰三角形頂角分角線和底邊高合一，類推出正三角錐頂立體多面角之分角

線和底面高合一。 
              易證成立 

（三）直角三角形類比直角三角錐 

定義5：三角錐 ABCO − ，若OA、OB、OC兩兩垂直，則稱之為直角三角錐;而

ABCO −∠ 稱之為直角頂。 

       猜想4：直角三角形為長方形切割一角；直角三角錐為長方體切割一角。 

易證成立 

       猜想5：直角三角形面積為 ab
!2

1
（ a、b為兩股長），類推出直角三角錐體積為 

abc
!3

1
﹙ a、b、 c為兩兩垂直之三稜長﹚。 

易證成立 

       猜想6：直角三角形 cdab = ，如圖（二），類推出直角三角錐 =′′′ cba dHh ′′′ ，如圖（三）。 
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                    圖（二）                            圖（三） 
              易證成立 

       猜想7：直角三角形直角外另兩角和 °90 ，類推出直角三角錐直角頂外另三立體多面
角度量和為 °450 ﹙參照定義三﹚。 

              易證成立 

       猜想8：半圓含直角三角形﹙直角三角形的外接圓以斜邊為直徑﹚，類推出半球含直

角三角錐﹙直角三角錐的外接球以與直角頂相對之面為半球分割面，即球心

所在面﹚。論證得此猜想是不成立的，見下面證明： 
               令直角三角錐 ABCO − ， )0,0,0(O ， )0,0,(aA ， )0,,0( bB ， ),0,0( cC  

若外接球球心在平面 ABC上，則球心亦為 ABC∆ 之外心 
               令 ABC∆ 外心 ),,( zyxD ，外接圓半徑 r 
               平面 ABC： 0=−++ abcabzcaybcx  

               由
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               若D為球心，則 r亦為外接球半徑， rOD =  
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               ⇒ D為 ABC? 外心，但不為直角三角錐 ABCO − 之球心 

              故不成立 

       猜想 9：直角三角形三邊邊長關係類推出直角三角錐四面面積關係。 
（1）說明：直角三角形 ABC（ C∠ 為直角）三邊邊長關係即為畢氏定理

222 cba =+ ；而直角三角錐 ABCO − （ ABCO −∠ 是直角頂）四
面面積關係為 2222 )()()()( ABCaOCAaOBCaOABa ∆=∆+∆+∆ ，我
們把後者稱為空間畢氏定理。 

（2）證明：令直角三角錐 ABCO − ，如圖（四）， )0,0,0(O ， )0,0,(aA ， )0,,0( bB ，

),0,0( cC ， )0,,( baAB −= ， ),0,( caAC −=  

aa
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                                                             圖（四） 
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                故成立 

       定義 6：三角錐 ABCO − ，BC中點D，則 OAD∆ 平分三角錐 ABCO − 之體積，即

( ) ( )OACDVOABDV = （ ( )OABDV 指三角錐 ABDO − 之體積），稱 OAD∆ 為此

三角錐之「中面」（中面之稱呼由來是因其類比於三角形之中線，在一般三角

形會再提）。 

定義7：直角三角錐 ABCO − （ ABCO −∠ 是直角頂），由猜想 9可得 OAB∆ 、 OBC∆ 、

OCA∆ 此三面類比於直角三角形之兩股，稱之為「股面」；而 ABC∆ 則類比於

直角三角形之斜邊，稱之為「斜面」。 

       猜想10：直角三角形斜邊中線長平方的四倍恰為兩股平方和，類推出直角三角錐過

直角頂的任意中面面積平方的四倍恰為三個股面中兩個股面面積平方和。 
               證明：令直角三角錐 ABCO − ，如圖（五）， )0,0,0(O ， )0,0,(aA ， )0,,0( bB ，

),0,0( cC ，BC中點 )
2

,
2

,0(
cb
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                                                             圖（五） 
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                    即 222 )()()(4 OACaOABaOADa ∆+∆=∆  
故成立 

               ※此稱為直角三角錐斜面中面定理。因此猜想10亦可說是直角三角形斜邊

中線定理類推出直角三角錐斜面中面定理。 

       猜想11：直角三角形內切圓與傍切圓半徑可由三邊邊長表示，類推出直角三角錐內

切球與傍切球半徑可由四面面積表示。 

說明：（1）直角三角形 ABC，如圖（六），內切圓半徑 r，切BC、CA、 AB的傍

切圓（與三角形其中一邊和另兩邊之延伸線相切的圓）半徑分別為

ar , br , cr ，則 2
cba

r
−+

= ，
2

bca
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= ，

2
acb

rb
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= ，
2

cba
rc

++
=

（ a,b,c表 A,B,C對邊邊長） 
 

 

 

 

 

                                             圖（六） 

 
 
 
 
 
易證成立 
（2）直角三角錐 DEFO − ，內切球半徑R，切 OEF∆ 、 OFD∆ 、 ODE∆ 、 DEF∆  

的傍切球（與三角錐其中一面和另三面之延伸面相切的球）半徑分別為 

dR , eR , fR , oR ，則
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（ d,e,f 表OD,OE,OF之邊長， dA , eA , fA , oA 表D,E,F,O對面面

積）；證明如下： 
令 )0,0,0(O ， )0,0,(dD ， )0,,0( eE ， ),0,0( fF ，內切球球心Q，切 OEF∆ 、
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OFD∆ 、 ODE∆ 、 DEF∆ 的傍切球球心分別為 dQ , eQ , fQ , oQ  

平面ODE： 0=z ，平面OEF： 0=x ，平面OFD： 0=y  

平面DEF： 0=−++ deffdzefydex  

令 ),,( RRRQ ， ),,( dddd RRRQ − ， ),,( eeee RRRQ − ， ),,( ffff RRRQ − ， 

),,( oooo RRRQ  

由 R
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 平方化簡 

0)(2)(2 2222 =+++−++ fedRfdefdedefRfeddef    同除 def )0( ≠def  
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（取負） 

因 oR 之列式與R相同，故取正即為 oR 之解，
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故成立 
（四）三角形類比三角錐 
定義 8：設 S為點集合，若滿足 SA ∈ ， SABSB ∈⇒∈ ，則 S為凸集合（convex set）。 

    猜想 12：三角形區域是凸集合類推出三角錐區域是凸集合。 

               證明（1）：令三角形
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                        同理可證 0222 ≥++ cybxa ， 0333 ≥++ cybxa  
                        C⇒ 在三角形內部 
                        ⇒三角形區域是凸集合 

證明（2）：拉高一度，如圖（八） 
 
 
 
                                                   圖（八）  
 
 
 
 

 
同理可證三角錐區域是凸集合。 

          故成立 
       猜想 13：三角形重心面積定理類推出三角錐重心體積定理。 

說明（1）：三角形 ABC重心 G，即 0=++ GCGBGA 則   
            GCAaGBCaGABa ∆=∆=∆ ，稱之為三角形重心面積定理。 

                    證明： GBGCGA −=+∵ ，
22

GBGCGA =+  
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                        同理可證 GABa? 、 GBCa∆  

                        
222222444

222
4
1

GAGCGCGBGBGAGCGBGA +++++=  

                        故 GCAaGBCaGABa ∆=∆=∆  

說明（2）：三角錐 ABCO − 重心 G，即 0=+++ GOGCGBGA ，則
)()()()( GOCAVGOBCVGOABVGABCV === ，稱之為三角錐重

心體積定理。 
                    證明：令 )0,0,0(),,,(),,,(),,,( 321321321 OcccCbbbBaaaA  
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              同理可證 == )()( GOCAVGOBCV
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              故 )()()()( GOCAVGOBCVGOABVGABCV ===  
              故成立 

猜想 14：三角形重心面積推廣定理類推出三角錐重心體積推廣定理。 

    說明（1）： ABC∆ ，若 0=++ GCnGBmGAl （ 0,, >nml ）則  

             
n
GABa

m
GCAaGBCa ???

==l 稱之為三角形重心面積推廣定理。 

             易證成立 

    說明（2）：三角錐 ABCO − ，若 0=+++ GOqGCnGBmGAl （ qnm ,,,l ＞

0）則
q

GABCV
n

GOABV
m

GOCAVGOBCV )()()()(
===l ，稱之為

三角錐重心體積推廣定理。 
         證明：令 ( )0,0,0O ， ( )321 ,, aaaA ， ( )321 ,, bbbB ， ( )321 ,, cccC  

0=+++ GOqGCnGBmGAl∵  
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              G∴ 
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+++
++

=

l
l

l
l

l
l

 

         =

333222111

321

321

)(6
1

ncmbancmbancmba
bbb
aaa

qnm
++++++

+++ llll   

         =

321

321

321

)(6
1

ncncnc
bbb
aaa

qnm +++l = )(
)(6

OABCV
qnm

n
+++l  

                    其他同理可證
q
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1
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qnm +++l  

                     故成立 
猜想 15：三角形行列式面積公式類推出三角錐行列式體積公式。 

    說明（1）： ABC∆ ， ( )21,aaA ， ( )21,bbB ， ( )21,ccC 則 

              
1
1
1

!2
1

21

21

21

cc
bb
aa

ABCa =∆ 稱之為三角形行列式面積公式。 

易證成立 
    說明（2）：三角錐 BCDA − ， ( )321 ,, aaaA  ( )321 ,, bbbB  ( )321 ,, cccC   

             ( )321 ,, dddD ，則

1
1
1
1

!3
1

)(

321

321

321

321

ddd
ccc
bbb
aaa

ABCDV = 稱之為三角錐行

列式體積公式 

證明：

1
1
1
1

!3
1

321

321

321

321

ddd
ccc
bbb
aaa

=

0
0
0
1

!3
1

332211

332211

332211

321

adadad
acacac
ababab
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−−−
−−−
−−−

 

              =

332211

332211

332211

!3
1

adadad
acacac
ababab

−−−
−−−
−−−

 = )(ABCDV  

                     故成立 
       猜想16：三角形三中線共點類推出三角錐三中面共線。 

               易證成立，如圖（九） 
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                        G為 ABC? 重心，三中面共線OG 

                                  圖（九） 

       猜想17：三角形之內分比定理類推出三角錐底邊之內分比定理。 

               說明：如圖（十）， ABC? 中， AD為 A∠ 之分角線，則
AC
AB

CD
BD

ACDa
ABDa

==
∆
∆

 

                     此乃眾皆知之三角形內分比定理 

 

 

 

                                                                圖（十） 

 

 

如圖（十一），三角錐 DEFO − 中，EG為 DEF∠ 分角線， 

                     則
FE
DE

FG
DG

FGEa
DGEa

OFGEV
ODGEV

==
∆
∆

=
)(
)(

稱之為三角錐底邊之內分比定理 

 

 

 

                                                            圖（十一）   

 

 

 

 

故成立 

       定義 9：其中一立體多面角由夾角兩兩相等的三稜所構成的三角錐稱之為等面角三角
錐，而此立體多面角稱之為等面角。 

       猜想18：三角形之內分比定理類推出等面角三角錐三稜之內分比定理。 

（1）說明：令等面角三角錐 ABCO − ，其中 ABCO −∠ 為等面角，即

COABOCAOB ∠=∠=∠ ，OD為 ABCO −∠ 的分角線，如圖（十二） 



 11

 

 

 

 

                                                             圖（十二） 

 

                               

 

 

則
OC
ODCa

OB
ODBa

OA
ODAa ∆

=
∆

=
∆

，稱之為等面角三角錐三稜之內

分比定理。 

（2）證明：ㄅ.由前面（定義四）對分角線的定義知OD滿足 

CODBODBOCBODAODAOB ∠+∠+∠=∠+∠+∠  

AODCODCOA ∠+∠+∠=  
COABOCAOB ∠=∠=∠∵  









∠+∠=∠+∠
∠+∠=∠+∠
∠+∠=∠+∠

∴
BODAODAODCOD
AODCODCODBOD
CODBODBODAOD

 

CODBODAOD ∠=∠=∠⇒  
反之亦成立 

故等面角三角錐中，OD使 BODAOD ∠=∠ COD∠= OD⇔ 為

其分角線 

ㄆ.則 AODOD
OA
ODAa

∠=
∆

sin
2
1

 

BODOD
OB
ODBa

∠=
∆

sin
2
1

 

CODOD
OC
ODCa

∠=
∆

sin
2
1

 

⇒
OC
ODCa

OB
ODBa

OA
ODAa ∆

=
∆

=
∆

  

故成立 

       猜想19、三角形之內分比定理類推出等面角三角錐之內分比定理 

（1）說明：令等面角三角錐 ABCO − ，其中 ABCO −∠ 為等面角，即

COABOCAOB ∠=∠=∠ ，OD為 ABCO −∠ 的分角線，如圖（十三） 
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                                                             圖（十三）    

 

 

                               

 

 

則
DCAa
OCAa

DBCa
OBCa

DABa
OABa

?
?

?
?

?
?

== ，稱之為等面角三角錐之內分比定

理。 

（2）證明：ㄅ.令 O(0,0,0)，而 ),,3( rararA − ， ),2,0( sasB ， ),,3( tatatC −−

（r,s,t,a>0）分別在直線 L,M,N上，其中 















=
−

=
−

==

=
−

=

13
:

0,
12

:

13
:

z
a

y

a

x
N

x
z

a
y

M

z
a

y
a

x
L

 直線 L,M,N分別有方向向量 

)1,2,0(),1,,3( amaa −l )1,,3(, aan −− ，且皆過 O(0,0,0)，令 l 與

m，m與 n， n與 l的夾角分別為 321 ,, θθθ （ πθθθ << 321 ,,0 ） 

14
12

coscoscos 2

2

321 +
+−

===
a
a

θθθ∵  

321 θθθ ==∴ （ 0cos在 ∼ 之間為一對一π ） 

令
14
12

cos 2

2

+
+−

=
a
a

θ （ πθ <<0 ），
2cos4

cos1
+

−
=

θ
θ

a  

θ⇒ 需滿足 才有解時即 aπθθ
3
2

01cos
2
1

<<<<−  

但由 n角錐立體多面角和定理（參照猜想 22之推廣Ⅱ）知欲組
成立體多面角，必 πθθθ 2321 <++ ，又 321 θθθ == ，則

321 ,, θθθ < π
3
2
故任一等面角三角錐皆可如是表示之 

ㄆ.令直線 0,0: == yxP （即 z軸），有方向向量 )1,0,0(=p p與

l,m,n夾角分別為 1φ , 2φ , 3φ （ πφφφ << 321 ,,0 ）
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14

1
coscoscos

2321
+

===
a

φφφ∵  

321 φφφ ==∴ （ 0cos在 ∼ 之間為一對一π ），P與 L,M,N之夾角

相等由猜想18之證明ㄅ.知 P為 之分角線ABCO −∠ 令 D為 P
與平面 ABC的交點 

平面 ABC： 0

13
120
13
1

=

−−

−

tatat
sas
rarar
zyx

 

123
120
103

123
10
103

10
103
10

tat
s

ar
az

ta
s

a
y

t
s

r
ax

−−
+

−
+⋅

300
120
113 −

=
a

arst  

ztrstrsaystrstraxtras )(32)2(3)(3 2 +++−−+− rsta236=  

代入0,0 == yx ，解得 )
3

,0,0(
trstrs

rst
D

++
 

                         ㄇ. OCAaOBCaOABa ?:?:?∵  

13:13:13 222 +++= aatraastaars  

DCAaDBCaDABa ?:?:?

2
2

2
2

)(
)(

313:
)(
)(

313
trstrs

tsrrst
aast

trstrs
tsrrst

aars
++

++
−+

++
++

−+=

2
2

)(
)(

313:
trstrs

tsrrst
aatr

++
++

−+  

DCAaDBCaDABaOCAaOBCaOABa ?:?:??:?:? =∴
trstrs ::=  

故成立 

       猜想 20： ABC∆ （ cABbCAaBC === ,, ），邊BC上的高 ah 滿足 

                （1） ABCaha a ∆=⋅
2
1

 

（2）
a

csbsass
cbafha

))()((2
),,(

−−−
== ，

2
cba

s
++

=  
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                   類推出三角錐 CBAO ′′′− mBCABcOCbOBaOA ′=′=′=′=′= ,,,,( l  

                   ), nCA ′= ，底面 CBA ′′′ 之高 0H 滿足 

                ﹙1﹚ )(?
3
1

0 CBAOVHCBAa ′′′=⋅′′′  

                 ﹙2﹚
))()((

),,,,,(3
),,,,,(0

ctbtatt
nmcbaF

nmcbafH
′−′−′−

′′′′′′
=′′′′′′=

ll ，
2

cba
t

′+′+′
=  

                    ※ ))()(( csbsass −−− 、 ))()(( ctbtatt ′−′−′− 為海龍公式。 

                    ※ ),,,,,( nmcbaF ′′′′′′ l 為將提出之海虎公式。 

       猜想 21：﹙1﹚三角形的西瓦定理類推出三角錐的平面西瓦定理。 
              ﹙2﹚三角形的西瓦定理類推出三角錐的立體西瓦定理。 

                  說明：如圖（十四）， ABC∆ 三邊之內分點為D、E、F，且 AD、 

BE、CF三線段共點於P，則 FADBECBFCDAE ⋅⋅=⋅⋅ 稱    

                       為三角形的西瓦定理。 

 

 

 

                                                       圖（十四） 

 

                       上圖擺進空間再找一點G，如圖（十五） 
 

 

 

                                                       圖（十五） 

 

 

                             

 

GCEa
GAEa

EC
AE

∆
∆

=∵ 其他同理 

                       GFAaGDBaGECaGBFaGCDaGAEa ∆⋅∆⋅∆=∆⋅∆⋅∆∴  
                       我們稱之為「平面西瓦定理」。 

                       
)(
)(

?
?

GECBV
GAEBV

ECBa
AEBa

EC
AE

==∵  

                       =⋅⋅∴ )()()( GBFCVGCDAVGAEBV )()()( GFACVGDBAVGECBV ⋅⋅  

                       我們稱之為「立體西瓦定理」。 
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                       故成立 

       猜想22︰三角形兩邊和大於第三邊類推出三角錐立體多面角之三個平面角其中任兩 
角和大於第三角，我們特稱之為三角錐立體多面角定理。 

證明(1)︰任一立體多面角 OBCA −∠ ，現設法將其放置到立體座標上，O在 

平面 ABC的投影點O′，連 AO′ ，過O′作交 AB、AC於B′、C ′，則 AO ′′ 、 

BO ′′ 、 OO′ 為兩兩垂直之線。令 )0,0,0(O′ ， AO′ 、 ?O′ 、 OO′ 分別為 x 

軸、y軸、z軸正向， )0,0,(aA ， )0,,0( bB ， ),0,0( qO ，如圖（十六）、（十 

七）、（十八） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（十六）              圖（十七）                 圖（十八） 

 

則 AOB′∠ 、 AOC ′∠ 在 xy平面的投影分別為 OAB ′′∠ 、 OAC ′′∠  

2222

2

cos
baqa

a

BAAO

BAAO
AOB

+⋅+
=

′⋅

′⋅
=′∠  

22

2

22
cos

baa

a

ba

a
OAB

+⋅
=

+
=′′∠  

aqa >+ 22∵        OABAOB ′′∠<′∠∴ coscos  

OABAOB ′′∠>′∠⇒ ，同理可證 OACAOC ′′∠>′∠  

ㄅ.若B′、C ′分別在 y軸兩側，如圖（十六）， 
則 CABOACOABAOCAOB ′′∠=′′∠+′′∠>′∠+′∠  

ㄆ.若B′、C ′其中一點在 y軸上（即與O′重合），如圖（十七）， 
則 CABOACOABAOCAOB ′′∠=′′∠′′∠>′∠+′∠ )(或  

ㄇ.若B′、C ′在 y軸同側，如圖（十八）， 
則 CABOACOABAOCAOB ′′∠>′′∠+′′∠>′∠+′∠   

證明(2)︰我們從南一書局數學教科書第三冊教師手冊中查到球面上兩點的 

最短距離的相關資料，抄錄如下︰ 
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通過球面上兩點 A、B的大圓（即平面OAB的截面圓，O為球心）
在 A、B間的一段劣弧弧長叫做 A、B的球面距離，我們將證明︰ 

＜引理一＞︰設
2

0
π

α << ，則 ααα tansin <<  

證明︰如圖（十九）， )0,1(=A 。B點在單位圓上且 α=∠AOB ， 

C點是過 A點的切線與OB的交點 

aOABa <∆∵ 扇形 <OAB OACa∆  

ααα tan
2
1

2
1

sin
2
1

<<∴ （半徑 1=OA ） 

         圖（十九）             ααα tansin <<⇒  

＜引理二＞︰若
2

0
π

βα <<< ，則
α

α
β

β sinsin
<  

證明︰如圖（二十）， A、B為單位圓上兩點， α=∠XOA ， 

β=∠XOB ， AB與 x軸交於C點，過 A點切線與 x軸交

於D點， A′、B′分別是 A、B在 x軸上的正射影 

                                
AC
BA

AC
BC

AA
BB

+==
′
′

= 1
sin
sin

α
β∵  

                又 <BA 弧 αβ −=BA ， >AC 弧 α= .AE  

α
β

α
αβ

α
β

=
−

+<+<+=∴ 111
AC
BA

AC
BA

sin
sin 弧

 

α
α

β
β

α
β

α
β sinsin

sin
sin

=<⇒ 即  

如圖（二十一），過球面上兩點 A、B之大圓☉O的劣弧長記作 S，過 A、B之小圓☉ 1O 的

劣弧長記作 1S ，令 OBOAR == （球的半徑，亦為大圓的半徑）， BOAOr 11 == （小圓的半徑

Rr < ）， α2=∠AOB ， β21 =∠ BAO  

 

 

 

 

 

 

 

 

圖（二十一）                         圖（二十二） 

球面上，通過 A、B兩點的許多路徑中，以球面距離為最短。 

圖（二十） 
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由圖（二十二）得 βα sin
2
1

sin rABR == ，    

                                     ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅=
r
R

α
β

sin
sin

1. 

由 rR > 、1.得 αβ sinsin > ，
2

0
π

βα <<< （弧 AB為劣弧） 

又由＜引理二＞知 ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅<
α
β

α
β

sin
sin

2. 

                     由1.、2.得
α
β

<
r
R

， 122 SSrR <⇒⋅<⋅ βα  

                      有了以上工具，我們現於單位球 O球面上任取三相異點 A、B、C（A、
B、C不在同一大圓上），則形成立體多面角 ABCO −∠  

∵ A、B間距離以弧 AB為最短 
∴弧 BC+弧 CA >弧 AB，得 AOBCOABOC ∠>∠+∠  

同理可證 COABOCAOB ∠>∠+∠ ， BOCAOBCOA ∠>∠+∠ 即任兩 

角和大於第三角 

                     故成立 

※Ⅰ.由三角錐立體多面角定理推廣出 n角錐立體多面角定理 
﹙1﹚說明：n角錐 nAAO L1− ，設 111 );11,( OAAOAAniOAAMax nnii ∠=∠−≤≤∠ + ， 

           則∑
−

=

∠>∠
1

1
11

n

i
ni OAAOAA ，此稱為 n角錐立體多面角定理。 

﹙2﹚證明：1. 3=n 於猜想（二十二）中已證成立 

           2.設 kn = 時定理成立 
                  設 k+1角錐 11 +− kAAO L ， );1,( 111 OAAkiOAAMax kii ++ ∠≤≤∠ 11OAAk +∠=  

             在 k角錐 kAAO L1− 中，已知∑
−

=
+ ∠>∠

1

1
11

k

i
kii OAAOAA  

             又在三角錐 11 +− kk AAAO 中， 1111 OAAOAAOAA kkkk ++ ∠>∠+∠  

             由上兩式知∑
=

++ ∠>∠
k

i
kii OAAOAA

1
111  

             1+=⇒ kn 時定理亦成立 
             立角錐立體多面角定理成nnNn ,3, ≥∈∀⇒  

※Ⅱ.由三角錐立體多面角定理又推廣出 n角錐立體多面角和定理 
﹙1﹚說明：n角錐 中nAAO L1− ， π21 個平面角和不超過之nAAO nL−∠ ，即 

          ∑
−

=
+ <∠+∠

1

1
11 2

n

i
nii OAAOAA π  

﹙2﹚證明：設 n角錐 nAAO L1−  

             ∑
−

=
+++ ⋅⋅=∠+∠+∠+∠+∠+∠

1

1
111111 )(

n

i
nnniiiiii nAOAAOAOAAAOAAOAOAA π 1.              

             由三角錐立體多面角定理 21121 AAAAOAAOA nn ∠>∠+∠ ， 1232 AOAAOA ∠+∠  

             1111321 AAAAOAAOAAAA nnnnn −+ ∠>∠+∠∠> L ，相加得  
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             ∑∑
−

=
−++

−

=
++ ∠+∠>∠+∠+∠+∠

2

1
112111

1

1
11 )(

n

i
nniiinn

n

i
iiii AAAAAAAOAAOAAOAAOA  

             ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅−=∠+ π)2(21 nAAAn  2. 

             2.左右加∑
−

=
+ ∠+∠

1

1
11

n

i
nii OAAOAA  

             得 >∠+∠+∠+∠+∠+∠∑
−

=
+++ nn

n

i
niiiiii AOAAOAOAAAOAAOAOAA 11

1

1
1111 )(  

               π21

1

1
1 +∠+∠∑

−

=
+ OAAOAA n

n

i
ii  

             由1.將上式左半代換為 πn ，得 ππ 21

1

1
1 +∠+∠> ∑

−

=
+ OAAOAAn n

n

i
ii  

             π21

1

1
1 <∠+∠⇒ ∑

−

=
+ OAAOAA n

n

i
ii  

             故成立 
       猜想 23：三角形的面積可用三邊長表示，一般稱之為海龍公式，也就是 ABCa∆  

               ))()((),,( csbsasscbaf −−−== ，
2

cba
s

++
= 。類推出三角錐的體積可以

用四面面積表示，也就是 =)(OABCV ,,,( OCAaOBCaOABaH ∆∆∆ )ABCa∆ ，

此稱之為海馬猜想。 

               說明：很長一段時間我們沒有辦法確定體積確實是四個面積的函數，更不用 

說找出H，後來費了九牛二虎之力才找到一個反例，確定此猜想失敗，
這個反例主要是找到四個表面積確定但體積卻不固定的例子，敘述如下： 

令三角錐 ABCO − ， )0,0,0(O ， ),0,0( aA ， )0,0,
1

(
a

C ， ),,( zyxB ，且滿足

a
AB

1
= ， aBC = ， °=∠ 90ABC ， °=∠=∠ 60OCBOAB ，如圖（二十三） 

 

                                                        

 

 

 

 

圖（二十三） 

 

 

2

1
)0,0,

1
(),,

1
(

aa
x

a
zy

a
xCOCB +−=−⋅−=⋅

2
1

60cos
1

=°⋅⋅=
a

a   

                 得
2

1 a
a

x −=  
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                 2),0,0(),,( aazaazyxAOAB +−=−⋅−=⋅
2
1

60cos
1

=°⋅⋅=
a

a  

                 得 a
a

z +−=
2
1

 

                 ),,
1

(),,( zyx
a

zayxBCBA −−−⋅−−−=⋅ 2)()
1

( yzazx
a

x +−−−−=  

                      2

2
1

)
2
1

(
2

)
2

1
( y

a
a

a
aa

a
++−−−−= 0

44
1

1
2

2
2 =++−=

a
a

y  

                 得
44

1
1

2

2

a
a

y −−=  

                 則 )
2
1

,
44

1
1,

2
1

(
2

2 a
a

a
a

a
a

B +−−−−  

                 現已知
2
1

=∆=∆ ABCaAOCa ，
4
3

=∆=∆ OCBaOABa 均為定值，但

)?,(?
3
1

)( AOCBdAOCaOABCV ⋅=
44

1
1

6
1 2

2

a
a

−−= 並不固定；若三角錐

的體積為其四個表面積之函數，由上述例子可知，四個表面積相等之三角

錐體積未必相等，此與函數性質矛盾。故此函數不存在，猜想失敗。 

 猜想 24：三角形之海龍公式類推出三角錐之海虎公式。 
  說明：三角形面積既然可以用三邊長來表示，很容易推想出三角 
       錐的體積可以用六稜長表示。 
  證明：設三角錐 ABCO − ， ( )0,0,0O ， ( )321 ,, aaaA ， ( )321 ,, bbbB ， 

      ( )cC ,0,0 ，其中 aOA = ， bOB = ， cOC = ， l=AB ， 

      mBC = ， nCA = ，由三角錐行列式體積公式   

   得

1
1
100
1000

!3
1

)(

321

321

bbb
aaa
c

OABCV = =

321

321

00

6
1

bbb
aaa
c

 

              =
21

21

6 bb
aac

= ( )12216
baba

c
−     

    現設法將 2121 abba − 以 nmcba ,,,,, l 表示即可 

    22
3
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                    例：三角錐 ABCO − ，六稜長為 24== aOA , 8== bOB , 

5== cOC , 24== lAB , 5== mBC , 5== nCA ，求其體積=？ 

                    解：代入海虎公式 

                  808808286451080121880
12
1

)5,5,24,5,8,24( −−+=F 9216
12
1

= =8 

                  另解：因六稜長是先找點座標作才得到的，為了印證海虎公式的正確，我
們將用座標再求一次體積如圖（二十四） 

 

 

 

                                     8
043
080
242

6
1

)( ==OABCV 與公式解得之答案相同 

 
     圖（二十四） 

       猜想25︰三角形存在的（充要）條件為 cbacbaMax ++<),,(2 （a,b,c為三角 

               形之三邊長），簡稱為海龍不等式，類推出三角錐的存在條件──海虎不等式。 
               動機：我們之所以想到這問題，原因是發現海虎公式後曾舉一例如圖（二十五） 

                       求出體積
12
1386−

=V ，矛盾 

則此三角錐不存在，可見其六稜長除了要滿足基本的三角形兩邊和大

於第三邊外，必然還要滿足其他某些條件，才引發了猜想（二十五）。 

 

 

圖（二十五） 
                說明：三角錐如圖（二十六），六稜長分別為 fedcba ,,,,, 則以稜長 f為例，

要滿足 Mfm << ，而 m與M產生於當四點共面時如圖（二十七） 

 

 

 

 

                                                 

 

                          圖（二十六）                               圖（二十七） 

 
                        證明：令 )0,,( 21 aaA , )0,0,( bB − , )sin,cos,0( θθ ccC , )0,0,(dD  

                              （ πθ <<0 ），如圖（二十八） 
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圖（二十八） 
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         f⇒ 之最大值M與最小值 m發生於 時與 0== θπθ ，即 C與 A,B,D共面時 
         但 f的M與 m還要用其他邊長 edcba ,,,, 來表示才算完整找法如下：如圖（二十九） 
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                           故三角錐存在之條件為（以 f稜為例，其它稜亦同）： 
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edcbaHfedcbah
edcedcMax
ebaebaMax

此稱之為海虎不等式 

     圖（二十九）    例子（1）：三角錐六稜長為 7,6,5,3,2,2 （可任意組合），試驗證其存在

與否？首先能滿足海龍不等式者（即能讓三角錐之四面三角形皆存在

者）只有 1種組合，如圖（三十） 
                         其中 2,7,3,5,6,2 ====== fedcba  
                         而 )7,3,5,6,2(h ≒ << f1736.1 6396.3 ≒ )7,3,5,6,2(H  

 
故此三角錐存在 

圖（三十） 
                例子（2）：六根火柴棒長分別為 4,4,3,3,2,2 ，可連接成幾種三角錐？ 

                          通過海龍不等式的有下列四種組合，如圖（三十一）、（三十二）、

（三十三）、（三十四） 
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      圖（三十一）         圖（三十二）         圖（三十三）        圖（三十四） 

                          其中第一種三角錐由海虎不等式檢驗之發現其不存在 

                          故可構成三種三角錐 
三、心得： 

（一）本著科學的精神所在──類推之原則，我們從三角形出發找到了三角錐的一堆性質， 

使我們了解類推的重要性，本作品也對此作了極佳的詮釋，波利亞（G.Polya）所著

的《數學與猜想》（Mathematics and Plausible Reasoning）第一集取名為

《Induction and Analogy in Mathematics》其意義即類似加上歸納推理就是類推。 

（二）我們發現在數學範圍內有時愈是基本的單元，只要深入，往往愈有探討的空間，也 

證實了幾何特有的多元性；欣賞到數學上協調一致性的優美。而打破砂鍋追究到底，

雖然辛苦地流了不少汗水，也往往皇天不負苦心人，終究有代價地得到滿意的結果。 

（三）我們在處理幾何問題時所用的工具，除了幾何本身外，其他如向量、座標、行列式、 

三角函數幾乎都用到了，獨獨用不上複數。我們了解是因複數是對應到兩度空間平

面，故它只能應用到平面幾何；而三角錐是立體的圖形，所以八竿子打不著。除非

有人發現或創造對應到三度空間的新數，而那時在幾何上從三角形類推到三角錐說

不定好比從複數類推到此新數。 
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