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摘要 

本研究旨在利用組合數來分析第二類斯特靈數在模質數下的性質。研究分為五階段：第一

階段我們參考 O-Yeat Chan等人的論文，並改良了其證明過程，得到一個同餘組合數。第二階

段利用第一階段的奇偶性定理發現!!"" "與𝑆(2𝑛, 𝑛)同餘 mod 2 並改良論文證明，使得證明更易

推廣。第三階段我們更推廣到更一般的結論：滿足𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ +#
!"
" ,	(𝑚𝑜𝑑	2)時，p與 p'是線性

關係。第四階段與第五階段繪製熱圖時，我們發現圖中存在謝爾賓斯基三角形，對此進行了研

究，並成功證明斯特靈數三角形在模 2與模 3下具有碎形結構與謝爾賓斯基三角形，這是文獻

中都沒有探討過的。 

壹、 研究動機 

    在高一下學習排列組合的時候，發現了一個與組合領域相關的數稱作斯特靈數，好奇心

驅使下自己做了一點研究，發現斯特靈數在國外的文獻中有許多數論的定理與性質，於是決

定研究這個神奇的數，並推廣一些結論與性質。 

貳、研究目的 

一、以組合數來描述𝑆(𝑛, 𝑘)的奇偶性。(改良已知結果的證明) 
二、改良原論文證明滿足𝑆(2𝑛, 𝑛)	是奇數時，𝑛屬於 Fibbinary numbers(改良已知結果的證明) 

三、推廣至滿足𝑆(3𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛的條件。(以下後續皆為原創結果) 

四、推廣滿足𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ !#"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)	時，與𝑝的關係。 

五、推廣滿足𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ +#
!"
" ,	(𝑚𝑜𝑑	2)	時，𝑝與𝑝

$的關係。 

六、利用 python做出斯特靈數的奇偶性圖並觀察 

七、研究斯特靈數三角形模 2時的圖形性質。 

八、研究斯特靈數𝑆(𝑛, 𝑘)在 mod 3 條件下的奇偶性 

九、研究斯特靈數三角形在 mod 3 下的圖形性質 

 

圖一：研究架構圖	
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參、名詞定義與性質介紹 

一、第二類斯特靈數(Stirling number of second kind) 

(一) 第二類斯特靈數(Stirling number of second kind)的定義 

第二類斯特靈數𝑆(𝑛, 𝑘)，其中𝑛, 𝑘為正整數，被定義為將𝑛個元素分配到𝑘個非空集合

的方法數。以𝑆(4, 𝑘)為例：A、B、C、D四人，若所有人分成 1組，只能所有人在同一組，

因此𝑆(4,1)=1。若所有人分成 4組，只能每人獨立一組，因此𝑆(4,4)=1。若分成 2組，即

{A, B}{C, D}	, {A, C}{B, D}	, {A, D}{B, C}	, {A}{B, C, D}	, {B}{A, C, D}	, {C}{A, B, D}	, {D}{A, B, C}	 ,因

此 𝑆(4,2) = 7，同理𝑆(4,3) = 6。 

(二) 第二類斯特靈數(Stirling number of second kind)的性質[2] 

他有以下遞迴性質： 

	𝑆(𝑛, 𝑘) = 𝑆(𝑛 − 1, 𝑘 − 1) + 𝑘𝑆(𝑛 − 1, 𝑘) 

對於 k	≥ 0，有生成函數： 

C𝑆(𝑛, 𝑘)
%

"&'

𝑥" =E
𝑥

1 − 𝑖𝑥

(

)&*

 

也有另一個公式可直接計算（在本研究沒有用到）： 

𝑆(𝑛, 𝑘) =
1
𝑘!HI

𝑘
𝑖J (−1)

)(𝑘 − 𝑖)"
(

)&'

 

對於𝑛 < 𝑘時：𝑆(𝑛, 𝑘) = 0 

我們特別的定義：𝑆(0,0) = 1 

＊為了敘述方便，以下將『第二類斯特靈數𝑆(𝑛, 𝑘)』皆稱為『斯特靈數』 

二、𝑣#(𝑛)的定義與性質（在本研究中未使用，但文獻回顧中有使用到故在此解釋） 

(一) 𝑣#(𝑛)的定義 

(二) 𝑣#(𝑛)有以下性質 

1. 𝑣#(𝑎𝑏) = 𝑣#(𝑎) + 𝑣#(𝑏) 

2. 𝑣# +
+
,
, = 𝑣#(𝑎) − 𝑣#(𝑏) 

3. ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑣#(𝑛!) =
"-."(")
#-*

 

4. 𝑣# +!"(", =
."(()1."("-()-."(")

#-*
 

𝑣#(𝑛)的定義： 

    對一個質數𝑝，我們定義𝑣#(𝑛) = maxU𝑖 ∈ ℕ ∶ 𝑝) 	W 	𝑛}。 
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三、𝑠#(𝑛)的定義（在本研究中未使用，但文獻回顧中有使用到故在此解釋） 

四、盧卡斯定理[5] 

 

肆、研究過程或方法 

【研究一】𝑺(𝒏, 𝒌)的奇偶性 

一、利用組合數來描述斯特靈數的奇偶性 

在這部分的研究中，我們要研究的是𝑆(𝑛, 𝑘)的奇偶性，為了方便後續的研究，我們

利用組合數來表達，也方便後續研究的計算。 

【證明】 

我們分兩部份來證明 

(一) 由定義當𝑛 < 𝑘,時，𝑆(𝑛, 𝑘) = 0，故𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	2) 

(二) 當𝑛 ≥ 𝑘時： 

我們使用斯特靈數的生成函數 

𝑠#(𝑛)的定義： 

    我們定義𝑠#(𝑛)為𝑝進制下(𝑛)#之各位數字之和。例𝑠2(5) = 2 

盧卡斯定理（Lucas’ Theorem）： 

給定𝑛, 𝑘是𝑝進制下的表示法，其中𝑝是一個質數。 

𝑛 = 𝑎' + 𝑎*𝑝*⋯+ 𝑎)-*𝑝)-* + 𝑎)𝑝) +⋯+ 𝑎3𝑝3 =C𝑎)𝑝)
3

)&'

 

𝑘 = 𝑏' + 𝑏*𝑝* +⋯+ 𝑏)-*𝑝)-* + 𝑏)𝑝)⋯+ 𝑏3𝑝3 =C𝑏)𝑝)
3

)&'

 

其中𝑖 ∈ ℕ ∪ 0，且 0 ≤ 𝑎) , 𝑏) ≤ 𝑝 − 1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟	 

+
𝑛
𝑘, ≡EI

𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

 (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

【定理𝟏】[1]：對於正整數𝑛, 𝑘我們有： 

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0,																											(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 < 𝑘

g
𝑛 − h𝑘2i − 1
𝑛 − 𝑘

j	(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘  
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C𝑆(𝑛, 𝑘)
%

"&'

𝑥" =E
𝑥

1 − 𝑖𝑥

(

)&*

≡
𝑥(

(1 − 𝑥)⌊(1* 2⁄ ⌋ 	(𝑚𝑜𝑑	2) 

𝑥(

(1 − 𝑥)⌊(1* 2⁄ ⌋ = 𝑥(C(−1)"
%

"&'

g
− h𝑘 + 12 i

𝑛 j𝑥" 

= 𝑥(C(−1)"
%

"&'

g
𝑛 − +h𝑘 + 12 i + 𝑛 − 1, − 1

𝑛 j𝑥" 

將組合數展開，用連乘符號化簡得 

= 𝑥(C(−1)"
∏ l+𝑛 − +h𝑘 + 12 i + 𝑛 − 1, − 1, − 𝑗n"-*
7&'

𝑛!

%

"&'

𝑥" 

= 𝑥(C
(−1)"

𝑛! Eo(𝑛 − 1) − 𝑗 − Ip
𝑘 + 1
2 q + 𝑛 − 1Jr

"-*

7&'

%

"&'

𝑥" 

= 𝑥(C
(−1)"

𝑛! Eo𝑗 − Ip
𝑘 + 1
2 q + 𝑛 − 1Jr

"-*

7&'

%

"&'

𝑥" 

= 𝑥(C
(−1)"

𝑛! E−oIp
𝑘 + 1
2 q + 𝑛 − 1J − 𝑗r

"-*

7&'

%

"&'

𝑥" 

= 𝑥(C
1
𝑛!EoIp

𝑘 + 1
2 q + 𝑛 − 1J − 𝑗r

"-*

7&'

%

"&'

𝑥" = 𝑥(Cg
h𝑘 + 12 i + 𝑛 − 1

𝑛 j
%

"&'

𝑥" 

≡Cg
𝑛 + h𝑘 + 12 i − 𝑘 − 1

𝑛 − 𝑘
j

%

"&'

𝑥"	(𝑚𝑜𝑑	2) 

最後將𝑥"的係數簡化後即是我們要的結果，證畢。 

 註：定理 1參考自 O-Yeat Chan等人[1]的論文，我們改進了其證明過程，並利用這個定

理來進行後續的研究。 

 

【文獻探討】𝐎 − 𝐘𝐞𝐚𝐭	𝐂𝐡𝐚𝐧等人證明滿足𝑺(𝟐𝒏, 𝒏)	是奇數時，𝒏屬於 Fibbinary numbers 

在 O-Yeat Chan等人[1]的研究中，其中一個目標是找出可以滿足𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數的𝑛。以

下為該論文的方法與過程。 

一、原論文的證明當𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers的過程 

(一) 以窮舉法尋找可以滿足條件的𝑛 
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首先逐一計算符合條件的𝑛值，得到前 25項如下： 

0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 17, 18, 20, 21, 32, 33, 34, 36, 37, 40, 41, 42, 64, 65, 66, 68 

接著將這個數列輸入進 Sloane’s Online Encyclopedia of Integer Sequences(OEIS)[3]中，發現

有一個與它唯一對應的數列：A003714，又被稱作 Fibbinary numbers [4]，它的性質是該數列中

每一項的二進制任取相鄰兩位數相加小於 2，換句話說，即二進制中沒有連續的 1 (例如

21=(10101)2 , 19=(10011)2即不符)。因此他們猜測，若要使得𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數，𝑛若且唯若屬於

Fibbinary numbers。下面將證明這個猜測。 

(二) 證明𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers 

分成奇數與偶數兩部分來證明，易知當 Fibbinary numbers 乘以 2 時不會影響其二進制中

不存在連續兩個 1的特性，故期待【引理	𝟐. 𝟏】成立 

 

【證明】 

 由【定理𝟏】得知 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ g
2𝑛 + h𝑛 + 12 i − 𝑛 − 1

2𝑛 − 𝑛
j (𝑚𝑜𝑑	2) 

分成兩部分討論，若𝑛是奇數，設𝑛 = 2𝑡 + 1得 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ I
4𝑡 + 2 − 𝑡 − 1

2𝑡 + 1 J = I
3𝑡 + 1
2𝑡 + 1J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

也知道 

𝑆(4𝑛, 2𝑛) ≡ I
3𝑛 − 1
2𝑛 J = I

6𝑡 + 2
4𝑡 + 2J = 	 I

2(3𝑡 + 1)
2(2𝑡 + 1)J (𝑚𝑜𝑑	2) 

由𝑣#(𝑛)性質 3.知 

𝑣2 oI
𝛼
𝛽Jr = 𝑠2(𝛽) + 𝑠2(𝛼 − 𝛽)−𝑠2(𝛽) = 𝑠#(2𝛽) + 𝑠#!2(𝛼 − 𝛽)"−𝑠#(2𝛼) = 𝑣2 oI

2𝛼
2𝛽Jr 

∀𝛼, 𝛽 ∈ 𝑁 0 ≤ 𝛽 ≤ 𝛼 取𝛼 = 3𝑡 + 1, 𝛽 = 2𝑡 + 1 

若𝑛為偶數，設𝑛 = 2𝑡得 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ I
4𝑡 − 𝑡 − 1

2𝑡 J = I
3𝑡 − 1
2𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

與𝑆(4𝑛, 2𝑛)比較可得 

𝑆(4𝑛, 2𝑛) ≡ I
6𝑡 − 1
4𝑡 J =

6𝑡 − 1
2𝑡 − 1I

6𝑡 − 2
4𝑡 J (𝑚𝑜𝑑	2) 

【引理	𝟐. 𝟏】：∀𝑛 ∈ ℕ 

	𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ 𝑆(4𝑛, 2𝑛)	(𝑚𝑜𝑑	2) 
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由𝑣#(𝑛)性質 1.與性質 2.知 

𝑣2 lI
6𝑡 − 1
4𝑡 Jn = 𝑣2 l

6𝑡 − 1
2𝑡 − 1 I

6𝑡 − 2
4𝑡 Jn 

= 𝑣2 lI
6𝑡 − 2
4𝑡 Jn + 𝑣2(6𝑡 − 1) − 𝑣2(2𝑡 − 1) = 𝑣2 lI

6𝑡 − 2
4𝑡 Jn 

取𝛼 = 3𝑡 − 1, 𝛽 = 2𝑡 證畢 

 

【證明】 

由【引理	𝟐. 𝟏】可知，只需要討論𝑛為奇數的情況，因為若𝑛為偶數(Fibbinary numbers中的奇

數× 2()也同樣是 Fibbinary numbers 

設𝑛 = 2𝑡 + 1 由【定理𝟏】可知 

𝑆(2𝑛, 𝑛) = 𝑆(4𝑡 + 2,2𝑡 + 1) ≡ I
3𝑡 + 1
2𝑡 + 1J (	𝑚𝑜𝑑	2) 

由𝑣#(𝑛)性質 3.可得𝑆(2𝑛, 𝑛)為奇數若且唯若 

𝑣2 lI
3𝑡 + 1
2𝑡 + 1Jn = 𝑠2(2𝑡 + 1) + 𝑠2(𝑡)−𝑠2(3𝑡 + 1) = 0 

若𝑡為偶數，則成立。若為奇數，則 

𝑠2(2𝑡 + 1) = 𝑠2(𝑡) + 1 

𝑠2(2𝑡 + 1) + 𝑠2(𝑡)−𝑠2(3𝑡 + 1) = 2𝑠2(𝑡) + 1 − 𝑠2(3𝑡 + 1) 

因為𝑡為奇數，3𝑡也為奇數，故𝑠2(3𝑡) ≥ 𝑠2(3𝑡 + 1)，因此 

𝑣2 lI
3𝑡 + 1
2𝑡 + 1Jn = 2𝑠2(𝑡) + 1−𝑠2(3𝑡 + 1) 

≥ 2𝑠2(𝑡) + 1−𝑠2(3𝑡) = 1 + 𝑣2 lI
3𝑡
𝑡 Jn ≥ 1 

得𝑡必為偶數。 

我們現在把問題簡化成每個𝑡要使得!!81*281*"為奇數，換句話說，𝑡要使得 

2𝑠2(𝑡) + 1−𝑠2(3𝑡 + 1) = 0 

因為𝑡為偶數，3𝑡也為偶數，得 

𝑠2(3𝑡 + 1) = 𝑠2(3𝑡) + 1 

因此 

𝑣2 lI
3𝑡 + 1
2𝑡 + 1Jn = 2𝑠2(𝑡)−𝑠2(3𝑡) = 2𝑠2(𝑡)−𝑠2(2𝑡 + 𝑡) 

若上述式子等於0，若且唯若2𝑡與𝑡於二進制下沒有連續的1，因為 

【定理	𝟐. 𝟐】：∀𝑛 ∈ ℕ 

當𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers 
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𝑠2(𝑎 + 𝑏) ≤ 𝑠2(𝑎)+𝑠2(𝑏) 

等號成立於當且僅當加法𝑎 + 𝑏沒有進位。由於2𝑘和𝑘的二進位加法意味著將𝑘的數位向左移動，

然後加到𝑘上，因此僅當𝑘的二進位表示包含連續的 1時，才會出現進位。綜上所述，我們已經

證明，對於奇數 𝑛，當且僅當 𝑘 = "-*
2

 是偶數二進位數時，𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數。易知，這等價於

𝑛是奇數 Fibbinary numbers，因此得到：當𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers。

證畢。 

 以上為 O-Yeat Chan等人的方法，在證明當𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary 

numbers 時，他們給了一個不直觀且主要為使用𝑣#(𝑛)即 LTE 升冪引理來證明。我們為這個定

理推導出一個更簡潔且直觀的證明。 

【研究二】證明滿足𝑺(𝟐𝒏, 𝒏), !𝟑𝒏𝒏 "	是奇數時，𝒏屬於 Fibbinary number（原創結果） 

一、我們證明當𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers的方法 

(一) 首先，先證幾個引理（在往後的研究中將會用到） 

【證明】 

易知將𝑛,𝑚在𝑝進制下乘以𝑝僅為在尾數多加一個 0，並不影響盧卡斯定理的乘積情況，故 

I
𝑛𝑝
𝑚𝑝J ≡ +

𝑛
𝑚, (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

證畢 By 盧卡斯定理(詳見第 3頁) 

【證明】 

考慮+"#13;#1.,，𝑛𝑝 + 𝑟在𝑝進制下可看做𝑛在𝑝進制表示下後面接著𝑟，同理𝑚𝑝 + 𝑠可看做𝑛在𝑝進

制表示下後面接著𝑠 

又因為0 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑝 − 1，𝑟, 𝑠在𝑝進制下只有 1位，運用盧卡斯定理得	

I
𝑛𝑝 + 𝑟
𝑚𝑝 + 𝑠J ≡ +

𝑛
𝑚, +

𝑟
𝑠, (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

其中，!";"涵蓋了𝑛𝑝和𝑚𝑝在𝑝進位下的所有高位數字，而!
3
."則是最低位數字，證畢。 

 

 

【引理	𝟑. 𝟏】： 

I
𝑛𝑝
𝑚𝑝J ≡ +

𝑛
𝑚, (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

【引理	𝟑. 𝟐】：當𝑝為質數，𝑛,𝑚, 𝑟, 𝑠為非負整數，且0 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 𝑝 − 1，我們有 

I
𝑛𝑝 + 𝑟
𝑚𝑝 + 𝑠J ≡ +

𝑛
𝑚, +

𝑟
𝑠, (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 
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【證明】 

由【引理	𝟑. 𝟐】得知，這是類似𝑝 = 2的情況，而我們易知 

I
2𝑛 − 𝑟
2𝑚 − 𝑠J易變換成l

2𝑛$ + 𝑟
2𝑚$ + 𝑠n 

故在𝑝 = 2時成立 

I
𝑛𝑝 − 𝑟
𝑚𝑝 − 𝑠J ≡ +

𝑛
𝑚, +

𝑟
𝑠, (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

證畢。 

(二) 現在，我們先證明	𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ !!"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)  

【證明】 

由【定理	𝟏】 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ o
2𝑛 − h𝑛2i − 1

𝑛 r	(𝑚𝑜𝑑	2) 

由於組合數中有高斯符號，我們將𝑛分成奇數與偶數兩部分討論 

1. 當𝑛是偶數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
2𝑛 − h𝑛2i − 1

𝑛 r ≡ I
3𝑛 − 2
2𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡		(𝑡 ∈ ℕ) ，由【引理	𝟑. 𝟑】得 

I
3𝑛 − 2
2𝑛 J = I

6𝑡 − 2
4𝑡 J ≡ I

3𝑡 − 1
2𝑡 J ≡ I

3𝑡 − 1
𝑡 − 1 J ≡ I

3𝑡
𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

2. 當𝑛是奇數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
2𝑛 − h𝑛2i − 1

𝑛 r ≡ I
3𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡 + 1	(𝑡 ∈ ℕ) ，則 

I
3𝑛
𝑛 J = I

6𝑡 + 3
2𝑡 + 1J = l

3(2𝑡 + 1)
2𝑡 + 1 n 

令𝑡$ = 2𝑡 + 1得 

【引理	𝟑. 𝟑】： 𝑛,𝑚, 𝑟, 𝑠為非負整數，且0 ≤ 𝑟, 𝑠 ≤ 1，我們有 

I
2𝑛 − 𝑟
2𝑚 − 𝑠J ≡ +

𝑛
𝑚, +

𝑟
𝑠, (𝑚𝑜𝑑	2) 

【定理	𝟑. 𝟒】：∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ I
3𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 
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l
3(2𝑡 + 1)
2𝑡 + 1 n = l

3𝑡$

𝑡$ n	(𝑚𝑜𝑑	2) 

總合以上兩點，我們可以整合成：∀𝑛 ∈ ℕ我們有 

𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ I
3𝑛
𝑛 J (𝑚𝑜𝑑	2) 

證畢。 

(三) 當!!"" "是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers 

這部分的研究中，我們想暸解滿足組合數成奇數時，𝑛的條件，因此我們使用盧卡斯定理

（Lucas’ Theorem）[5]來證明。 

【證明】 

我們將!!"" "中的3𝑛	與𝑛轉換成2進位展開 

3𝑛 = 𝑎' + 𝑎*2*⋯+ 𝑎)-*2)-* + 𝑎)2), 𝑛 = 𝑏' + 𝑏*2* +⋯+ 𝑏)-*2)-* + 𝑏)2) 

並利用盧卡斯定理得:	

I
3𝑛
𝑛 J ≡EI

𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

 (𝑚𝑜𝑑	2) 

 其中𝑖 ∈ ℕ ∪ 0，且 0 ≤ 𝑎) , 𝑏) ≤ 𝑝 − 1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

若要使得!!"" "為奇數，每個+
+#
,#
,都必定是 1，否則 

EI
𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

= 0 ⟹ I
3𝑛
𝑛 J 	是偶數。 

而只有三種情況會使得++#,#, = 1，分別是�
𝑎) = 1, 𝑏) = 1
𝑎) = 1, 𝑏) = 0
𝑎) = 0, 𝑏) = 0

 

我們使用反證法證明當!!"" "為奇數時，𝑛	於二進位下須滿足每個 1不相鄰。 

假設𝑛的二進制存在連續兩個位元𝑏( = 1, 𝑏(1* = 1, 且!!"" "為奇數，例如 10112，若乘以 3=112

即 10112×112=1000012，其中 

�𝑎( = 1, 𝑎(1* = 0
𝑏( = 1, 𝑏(1* = 1 ⟹ I

𝑎(1*
𝑏(1*

J = I
0
1J = 0 ⟹EI

𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

= 0 

得到!!"" "是偶數，與假設矛盾。 

故𝑛於二進位下必須滿足每個 1不相鄰，證畢。 

【定理	𝟑. 𝟓】： 

當!!"" "是奇數時，𝑛若且唯若屬於 Fibbinary numbers 
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 據此，我們可以發現將𝑆(2𝑛, 𝑛)轉成等價的!!"" "來證明二進制性質較為直觀(trivial)且簡

潔，相比於論文用 LTE lemma，我們用 Lucas’ Theorem即組合數的方法來證明更簡易，且更

容易推廣至其他斯特靈數（如𝑆(3𝑛, 𝑛), 𝑆(5𝑛, 𝑛)）！ 

 

 (四) 分析與討論 

由【定理	𝟑. 𝟒】和【定理𝟑. 𝟓】，我們觀察到𝑆(2𝑛, 𝑛)與!!"" "成奇數時，𝑛都是

Fibbinary numbers，而剛好 2和 3恰巧是相鄰的質數，於是我們又思考，會不會𝑆(3𝑛, 𝑛)

成奇數的條件與!<"" "相同呢？於是我們展開了研究三。 

 

【研究三】滿足𝑺(𝟑𝒏, 𝒏)是奇數時，𝒏的條件 

一、我們證明，滿足𝑆(3𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛的條件是否也等同於!<"" "。 

【證明】 

由【定理	𝟏】得 

𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ o
3𝑛 − h𝑛2i − 1

2𝑛
r	(𝑚𝑜𝑑	2) 

由於組合數中有高斯符號，我們將𝑛分成奇數與偶數兩部分討論 

(一) 當𝑛是偶數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
3𝑛 − h𝑛2i − 1

2𝑛
r ≡ I

5𝑛 − 2
4𝑛 J ≡ I

5𝑛 − 2
𝑛 − 2 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡		(𝑡 ∈ ℕ) ，則由【引理	𝟑. 𝟏】和【引理	𝟑. 𝟑】得 

I
5𝑛 − 2
𝑛 − 2 J = I

10𝑡 − 2
2𝑡 − 2 J = I

2(5𝑡 − 1)
2(𝑡 − 1) J ≡ I

5𝑡 − 1
𝑡 − 1 J ≡ I

5𝑡
𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

(二) 當𝑛是奇數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
3𝑛 − h𝑛2i − 1

2𝑛
r ≡ I

5𝑛 − 1
4𝑛 J = I

5𝑛 − 1
𝑛 − 1 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡 + 1	(𝑡 ∈ ℕ) ，則由【引理	𝟑. 𝟏】得 

I
5𝑛 − 1
𝑛 − 1 J = I

10𝑡 + 4
2𝑡 J = I

10𝑡 + 4
8𝑡 + 4 J ≡ I

5𝑡 + 2
4𝑡 + 2J ≡ I

5𝑡
𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

【定理	𝟒. 𝟏】：∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ I
5𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 
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總合以上兩點，我們可以整合成：∀𝑛 ∈ ℕ我們有 

𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ I
5𝑛
𝑛 J (𝑚𝑜𝑑	2) 

證畢。 

 

二、尋找滿足!<"" "為奇數的𝑛值 

由【定理	𝟒. 𝟏】我們若想找到𝑆(3𝑛, 𝑛)成奇數時𝑛的條件，可以利用!<"" "來推導，因爲組合

數相對斯特靈數好討論。 

在本部分的研究中，我們利用與研究二中一樣的方法，先利用 Python窮舉找出滿足!<"" "為

奇數的𝑛值，前 25項如下，程式碼詳見附件四。 

0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 17, 18, 19, 24, 25, 32, 33, 34, 35, 36, 38, 48, 49, 50, 51 

接著我們將這個看似毫無規律的數列輸入進 OEIS 中，發現有一個唯一與它對應的數列：

A048716 [6]，它的性質是該數列中每一項對於一個給定的二進位數表示中的任意位𝑖，如果該

位的值為 1，則該位前後各兩位的值必須為 0，如 10012 = 9。因此我們猜測，若要使得𝑆(3𝑛, 𝑛)

是奇數，𝑛若且唯若屬於 A048716數列。下面我們將證明這個猜測。 
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【證明】 

(一) 我們將!<"" "中的5𝑛	與𝑛轉換成2進位展開 

5𝑛 = 𝑎' + 𝑎*2*⋯+ 𝑎)-*2)-* + 𝑎)2) , 𝑛 = 𝑏' + 𝑏*2* +⋯+ 𝑏)-*2)-* + 𝑏)2) 

並利用盧卡斯定理得: 

I
5𝑛
𝑛 J ≡EI

𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

 (𝑚𝑜𝑑	2) 

        其中𝑖 ∈ ℕ ∪ 0，且 0 ≤ 𝑎) , 𝑏) ≤ 𝑝 − 1, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 

(二) 若要使得!<"" "為奇數，每個+
+#
,#
,都必定是 1，否則 

EI
𝑎)
𝑏)
J

3

)&'

= 0 ⟹ I
5𝑛
𝑛 J 	是偶數。 

而只有三種情況會使得++#,#, = 1，分別是�
𝑎) = 1, 𝑏) = 1
𝑎) = 1, 𝑏) = 0
𝑎) = 0, 𝑏) = 0

 

(三) 我們使用反證法證明當!<"" "為奇數時，𝑛	於二進位下須滿足每個 1 往前後數二位都是

0。假設𝑛的二進制存在一個位元𝑘滿足 

𝑏( = 1, b=-2 = 1 

且!<"" "為奇數，則 

a= = 𝑏(-2 + 𝑏(!未進位" 

進位後得到 

𝑎( = 0 ⟹ I
𝑎(
𝑏(
J = I

0
1J = 0 

所以!<"" "為偶數，與假設矛盾。故得證𝑛於二進位下須滿足每個 1的前後兩位都是 0。 

 

二、分析與討論 

在這部分的研究中，我們證明了𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ !<"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)，我們好奇是否對於

𝑆(5𝑛, 𝑛)中也有與之對應的組合數!#"" "使它們兩個同餘 mod 2，因此我們展開了研究四。 

  

【定理	𝟒. 𝟐】： 

當 I
5𝑛
𝑛 J為奇數時，𝑛	於二進位下須滿足每個 1往前後數二位都是 0 
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【研究四】對於𝑺(𝟓𝒏, 𝒏)中也有與之對應的組合數 +
𝒑𝒏
𝒏 ,
使它們兩個同餘	𝒎𝒐𝒅	𝟐 

一、我們證明，對於𝑆(5𝑛, 𝑛)中也有與之對應的組合數!#"" "使它們兩個同餘 mod 2 

【證明】 

由【定理	𝟏】得 

𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ o
5𝑛 − h𝑛2i − 1

4𝑛
r	(𝑚𝑜𝑑	2) 

由於組合數中有高斯符號，我們將𝑛分成奇數與偶數兩部分討論 

(一) 當𝑛是偶數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
5𝑛 − h𝑛2i − 1

4𝑛
r ≡ I

9𝑛 − 2
8𝑛 J ≡ I

9𝑛 − 2
𝑛 − 2 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡		(𝑡 ∈ ℕ) ，則由【引理	𝟑. 𝟏】和【引理	𝟑. 𝟑】得 

I
9𝑛 − 2
𝑛 − 2 J = I

18𝑡 − 2
2𝑡 − 2 J = I

2(9𝑡 − 1)
2(𝑡 − 1) J ≡ I

9𝑡 − 1
𝑡 − 1 J ≡ I

9𝑡
𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

(二) 當𝑛是奇數時，由【引理	𝟑. 𝟏】得 

o
5𝑛 − h𝑛2i − 1

4𝑛
r ≡ I

9𝑛 − 1
8𝑛 J = I

9𝑛 − 1
𝑛 − 1 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

我們令𝑛 = 2𝑡 + 1	(𝑡 ∈ ℕ) ，則由【引理	𝟑. 𝟏】得 

I
9𝑛 − 1
𝑛 − 1 J = I

18𝑡 + 8
2𝑡 J = I

18𝑡 + 8
16𝑡 + 8J ≡ I

9𝑡 + 4
8𝑡 + 4J ≡ I

9𝑡
𝑡 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

總合以上兩點，我們可以整合成：∀𝑛 ∈ ℕ我們有 

𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ I
9𝑛
𝑛 J (𝑚𝑜𝑑	2) 

證畢。 

二、分析與討論 

在這部分的研究中，我們證明了𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ !>"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)，我們好奇是否對於所有

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛)中都有與之對應的組合數+#
!"
" ,使它們兩個同餘 mod 2，因此我們展開了研究五。 

 

【定理	𝟓. 𝟏】：∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ I
9𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 
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【研究五】滿足𝑺(𝒑𝒏, 𝒏) ≡ l
𝒑$𝒏
𝒏 n	(𝒎𝒐𝒅	𝟐)	時，𝒑與𝒑$的關係 

一、推廣過程 

由研究二、三與四，我們發現𝑆(2𝑛, 𝑛) ≡ !!"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)、𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ !<"" "	(𝑚𝑜𝑑	2)，

於是我們用與【定理	𝟑. 𝟓】類似的證明方法，同時使用 Python輔助驗證，推出了以下列

表一。 

表一：𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ +#
!"
" , (𝑚𝑜𝑑	2)時，𝑝與𝑝

$之關係 

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ l
𝑝$𝑛
𝑛 n (𝑚𝑜𝑑	2) 

𝑝 = 2 𝑝$ = 3 𝑝 = 17 𝑝$ = 33 

𝑝 = 3 𝑝$ = 5 𝑝 = 19 𝑝$ = 37 

𝑝 = 5 𝑝$ = 9 𝑝 = 23 𝑝$ = 45 

𝑝 = 7 𝑝$ = 13 𝑝 = 29 𝑝$ = 57 

𝑝 = 11 𝑝$ = 21 𝑝 = 31 𝑝$ = 61 

𝑝 = 13 𝑝$ = 25 𝑝 = 37 𝑝$ = 73 

由上表，我們觀察並猜測滿足𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ +#
!"
" ,	(𝑚𝑜𝑑	2)時，𝑝

$ = 2𝑝 − 1，以下證明這個猜

想。 

【定理	𝟔】∀𝑛, 𝑝 ∈ ℕ 

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ I
(2𝑝 − 1)𝑛

𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

【證明】 

由【定理	𝟏】得 

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ o
𝑝𝑛 − h𝑛2i − 1
(𝑝 − 1)𝑛

r (𝑚𝑜𝑑	2) 

我們分成𝑛為偶數與奇數兩部分來討論 

(一) 𝑛為偶數 

o
𝑝𝑛 − h𝑛2i − 1
(𝑝 − 1)𝑛

r ≡ l
2𝑝𝑛 − ⌊𝑛⌋ − 2
2(𝑝 − 1)𝑛 n = I

2𝑝𝑛 − 𝑛 − 2
2(𝑝 − 1)𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

令𝑛 = 2𝑡 (𝑡 ∈ ℕ) 

I
2𝑝𝑛 − 𝑛 − 2
2(𝑝 − 1)𝑛 J ≡ l

(2𝑝 − 1)𝑡 − 1
2(𝑝 − 1)𝑡 n = l

(2𝑝 − 1)𝑡 − 1
𝑡 − 1 n ≡ l

(2𝑝 − 1)𝑡
𝑡 n	(𝑚𝑜𝑑	2) 
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(二) 𝑛為奇數 

o
𝑝𝑛 − h𝑛2i − 1
(𝑝 − 1)𝑛

r 	≡ I
2𝑝𝑛 − (𝑛 − 1) − 2

2(𝑝 − 1)𝑛 J = I
(2𝑝 − 1)𝑛 − 1
2(𝑝 − 1)𝑛 J = I

(2𝑝 − 1)𝑛 − 1
𝑛 − 1 J

≡ l
(2𝑝 − 1)𝑛

𝑛 n	(𝑚𝑜𝑑	2) 

由(一)、(二)兩點得 

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ I
(2𝑝 − 1)𝑛

𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

證畢。 

 

【研究六】繪製熱圖來觀察𝑺(𝒏, 𝒌)之奇偶性分佈 

在這部分的研究中，我們使用 Python 來描繪𝑆(𝑛, 𝑘)的奇偶性，其中0 ≤ 𝑛, 𝑘 ≤ 100 

縱軸為𝑛(由上而下依序為 0~100)，橫軸為𝑘(由左而右依序為 0~100)，黃色像素表其值為 1，

紫色為 0。 

在圖二中，我們可以觀察到幾個有趣的現象，其一為分佈圖中的右斜上半部中皆為餘 0 (紫

色)。其二為分佈圖中存在類似謝爾賓斯基三角形(Sierpinski triangle)的圖形，隨著𝑛, 𝑘的值越來

越大，週期性的存在也越來越明顯。 

 

圖二：𝑆(𝑛, 𝑘)的奇偶性分佈圖（本圖由作者親自製作） 

 

註：謝爾賓斯基三角形是一種碎形，可以通過從一個等邊三角形中反復移除三角形子集來構

造：從一個等邊三角形開始，將其細分為四個較小的全等等邊三角形，並移除中心的三

角形。對剩餘的每個較小三角形重複移除中心的三角形無限次，如圖三所示。 

 
圖三：謝爾賓斯基三角形構造方式示意 



16 

【研究七】斯特靈數三角形模 2時的碎形結構 

  在這部分的研究中，查詢相關文獻後發現並沒有人給出相關的證明或討論，因此我們想要

自己證明斯特靈數在模 2 下存在著碎形中的謝爾賓斯基三角形，而謝爾賓斯基三角形是自相

似集中的一個例子，因此若證明斯特靈數有謝爾賓斯基三角形中的自我相似性，我們大可以

說它具有碎形結構，且是謝爾賓斯基三角形。下圖為我們利用 Python畫出的斯特靈數三角形

模 2時的座標圖，每個像素都代表一個𝑆(𝑛, 𝑘)	(𝑚𝑜𝑑	2)的值，黑色為 1（奇數），白色為 0（偶

數），總軸為 n，橫軸為 k。可以觀察到圖中存在明顯的謝爾賓斯基三角形，而謝爾賓斯基三

角形最大的特色就是有自我相似性，因此我們證明之後的思路著重在其，而在證明自我相似

性前，我們先定義一些名詞與符號。 

 
圖四：𝑆(𝑛, 𝑘)的奇偶性分佈圖 (黑白版，本圖由作者親自製作） 

 

 我們定義以𝑛,𝑘帶入第二類斯特靈數後模質數的值而產生的圖稱為斯特靈數座標系統，座標

圖中，橫軸𝑘由左往右漸增，縱軸𝑛由上往下漸增，定義符號[𝐴)]7為在斯特靈數座標系統中範圍

長寬𝑗的區塊，其中𝑖為一個編號用的變數例如 

[𝐴)]2 = � 𝑆(𝑛, 𝑘) 𝑆(𝑛, 𝑘 + 1)
𝑆(𝑛 + 1, 𝑘) 𝑆(𝑛 + 1, 𝑘 + 1)� 

為一個長寬為 2的區塊，其中𝑆(𝑛, 𝑘)為第二類斯特靈數，且𝑛, 𝑘為正整數。接著我們定義

[𝐴) + (𝑥,−	𝑦)]2為將區塊[𝐴)]2向下平移𝑦單位，向右平移𝑥單位。且我們說[𝐴;]2 ≡ [𝐴"]2	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

當區塊內對應的元素皆兩兩模𝑝同餘。其中𝜔是正整數，可以看作是遞迴的項數。最後，我們說

[𝐴?]) ∪ [𝐴?]7為兩個區塊的拼接。 
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 現在，我們來證明自我相似性，首先我們觀察到整張圖可以看成是由一個「單位三角形」

透過複製、平移與貼上而構成的，單位三角形如下圖： 

 

圖五：單位三角形示意圖（本圖由作者親自製作） 

我們可以將這個最基本的三角形寫成下式，且定義[𝐴*]@ 

[𝐴!]" =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑆
(1,1) 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(2,1) 𝑆(2,2) 0 0 0 0 0 0
𝑆(3,1) 𝑆(3,2) 𝑆(3,3) 0 0 0 0 0
𝑆(4,1) 𝑆(4,2) 𝑆(4,3) 𝑆(4,4) 0 0 0 0
0 𝑆(5,2) 𝑆(5,3) 𝑆(5,4) 𝑆(5,5) 0 0 0
0 0 0 𝑆(6,4) 𝑆(6,5) 𝑆(6,6) 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(7,6) 𝑆(7,7) 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑆(8,8)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

≡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0
1 1 1 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 1 1 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

(𝑚𝑜𝑑	2) 

其中僅有𝑆(4,3)和𝑆(5,4)為偶數，其餘皆為奇數。透過計算可得 

[𝐴*]@ ∪ [𝐴* + (0,−4)]@ ∪ [𝐴* + (8,−8)]@ = [𝐴2]*A 

其中[𝐴* + (0,−4)]@的意義為將[𝐴*]@往下(y軸)平移四個單位，[𝐴* + (8,−8)]@的意義為將

[𝐴*]@往下平移八個單位再往右八個單位，詳細過程如下 

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑆
(1,1) 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(2,1)𝑆(2,2) 0 0 0 0 0 0
𝑆(3,1)𝑆(3,2)𝑆(3,3) 0 0 0 0 0
𝑆(4,1)𝑆(4,2)𝑆(4,3)𝑆(4,4) 0 0 0 0
0 𝑆(5,2)𝑆(5,3)𝑆(5,4)𝑆(5,5) 0 0 0
0 0 0 𝑆(6,4)𝑆(6,5)𝑆(6,6) 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(7,6)𝑆(7,7) 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑆(8,8)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∪

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑆
(5,1) 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(6,1)𝑆(6,2) 0 0 0 0 0 0
𝑆(7,1)𝑆(7,2)𝑆(7,3) 0 0 0 0 0
𝑆(8,1)𝑆(8,2)𝑆(8,3) 𝑆(8,4) 0 0 0 0
0 𝑆(9,2)𝑆(9,3) 𝑆(9,4) 𝑆(9,5) 0 0 0
0 0 0 𝑆(10,4)𝑆(10,5)𝑆(10,6) 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(11,6)𝑆(11,7) 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑆(12,8)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

∪

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡ 𝑆
(9,9) 0 0 0 0 0 0 0

𝑆(10,9)𝑆(10,10) 0 0 0 0 0 0
𝑆(11,9)𝑆(11,10)𝑆(11,11) 0 0 0 0 0
𝑆(12,9)𝑆(12,10)𝑆(12,11)𝑆(12,12) 0 0 0 0

0 𝑆(13,10)𝑆(13,11)𝑆(13,12)𝑆(13,13) 0 0 0
0 0 0 𝑆(13,12)𝑆(14,13)𝑆(14,14) 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(15,14)𝑆(15,15) 0
0 0 0 0 0 0 0 ��(16,16)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

= 
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⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑆(1,1) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(2,1)𝑆(2,2) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(3,1)𝑆(3,2)𝑆(3,3) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(4,1)𝑆(4,2)𝑆(4,3) 𝑆(4,4) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(5,1)𝑆(5, 2)𝑆(5,3) 𝑆(5,4) 𝑆(5,5) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(6,1)𝑆(6,2) 0 𝑆(6,4) 𝑆(6,5) 𝑆(6,6) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(7,1)𝑆(7,2)𝑆(7,3) 0 0 𝑆(7,6) 𝑆(7,7) 0 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(8,1)𝑆(8,2)𝑆(8,3) 𝑆(8,4) 0 0 0 𝑆(8,8) 0 0 0 0 0 0 0 0
0 𝑆(9,2)𝑆(9,3) 𝑆(9,4) 𝑆(9,5) 0 0 0 𝑆(9,9) 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 𝑆(10,4)𝑆(10,5)𝑆(10,6) 0 0 𝑆(10,9)𝑆(10,10) 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(11,6)𝑆(11,7) 0 𝑆(11,9)𝑆(11,10)𝑆(11,11) 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 𝑆(12,8)𝑆(12,9)𝑆(12,10)𝑆(12,11)𝑆(12,12) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑆(13,10)𝑆(13,11)𝑆(13,12)𝑆(13,13) 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑆(14,12)𝑆(13,13)𝑆(14,14) 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑆(15,14)𝑆(15,15) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 𝑆(16,16)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

 

而我們也可將上式寫成 

[𝐴*]2$%& ∪ [𝐴* + (0,−4)]2$%& ∪ [𝐴* + (8,−8)]2$%& = [𝐴2]2$%$ 

 

以上我們成功描述了這個自我相似性的第一步，即將最上方的三角形複製二次，並往下及往

右平移。 

有了第一步後，我們繼續推導後續，一樣透過計算可得 

[𝐴2]2$%$ ∪ [𝐴2 + (0,−8)]2$%$ ∪ [𝐴2 + (16,−16)]2$%$ = [𝐴!]2$%' 

拼接方法如圖六所示。 

 
圖六：區塊拼接示意圖（本圖由作者親自製作） 

 可以看到圖六中拼接的過程中僅有兩個區塊會疊合到，但又因為重疊上其內的元素有一

方都是 0，所以事實上可以看作是互相獨立的區塊相加，並不會有加法進位的問題。 

而由上面我們可以觀察出符合這樣平移手法的遞迴通式，示意圖如圖七： 

[𝑨𝝎]𝟐𝟐$𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟎,−𝟐𝟏$𝝎)]𝟐𝟐$𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟐𝟐$𝝎, −𝟐𝟐$𝝎)]𝟐𝟐$𝝎 = [𝑨𝝎$𝟏]𝟐(𝟐$𝝎)$𝟏------1 

[𝑨2]𝟐𝟐%$ 	

[𝑨! + (𝟐𝟐#!, −𝟐𝟐#!)]𝟐𝟐"# 	

[𝑨) + (𝟎, −𝟐𝟏+))]𝟐𝟐"# 	

[𝑨!]𝟐𝟐%($%𝟏) 	
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圖七：區塊拼接示意圖（本圖由作者親自製作） 

 

上圖展示了實際在座標系統上做加減平移的概念，其中若1式成立，則我們就可以說斯特靈

數模質數下之圖形具有碎形結構，現在我們證明1式。在證明之前我們先證一個組合數同餘

引理。 

 

【引理	𝟕. 𝟏】若𝑛, 𝑘 < 𝑝;且∀𝑙, 𝑞 ≥ 0 

I
𝑙 × 𝑝; + 𝑛
𝑞 × 𝑝; + 𝑘J ≡ I

𝑙
𝑞J +

𝑛
𝑘,	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

【證明】 

當𝑛, 𝑘 < 𝑝𝑚則𝑛) = 𝑘) = 0所以 By 盧卡斯定理（Lucas’ Theorem） 

I
𝑙 × 𝑝; + 𝑛
𝑞 × 𝑝; + 𝑘J ≡ I

𝑙D
𝑞D
J I
𝑙D-*
𝑞D-*

J⋯I
𝑙'
𝑞'
J I
𝑛;-*
𝑘;-*

J⋯	I
𝑛'
𝑘'
J (𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

≡ I
𝑙
𝑞J +

𝑛
𝑘,	(𝑚𝑜𝑑	𝑝) 

證畢。 

現在，我們來證1式： 

  

[𝑨𝝎]𝟐𝟐%𝝎 	

[𝑨𝝎 + (𝟐𝟐#𝝎, −𝟐𝟐#𝝎)]𝟐𝟐"𝝎 	

[𝑨𝝎 + (𝟎,−𝟐𝟏)𝝎)]𝟐𝟐"𝝎	

[𝑨𝝎1𝟏]𝟐𝟐%(𝝎%𝟏) 	
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【定理	𝟕. 𝟐】∀𝝎 ∈ ℕ，斯特靈數三角形滿足： 

[𝑨𝝎]𝟐𝟐%𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟎,−𝟐𝟏1𝝎)]𝟐𝟐%𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟐𝟐1𝝎, −𝟐𝟐1𝝎)]𝟐𝟐%𝝎 = [𝑨𝝎1𝟏]𝟐(𝟐%𝝎)%𝟏 

【證明】 

我們先證左邊 

[𝐴?]2$%/ ≡ [𝐴? + (0,−2*1?)]2$%/ 	(𝑚𝑜𝑑	2) 

根據【定理𝟏】對於正整數𝑛, 𝑘我們有： 

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0,																											(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 < 𝑘

g
𝑛 − h𝑘2i − 1
𝑛 − 𝑘

j	(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘  

由【定理𝟏】知 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑆(𝑛 + 𝑎, 𝑘 + 𝑏) ≡ g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏

j	(𝑚𝑜𝑑	2)	

𝑆(𝑛 + 2*1? + 𝑎, 𝑘 + 𝑏) ≡ g
𝑛 + 𝑎 + 2*1? − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 2*1? + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏

j	(𝑚𝑜𝑑	2)

 

又由【引理	𝟕. 𝟏】 

g
𝑛 + 𝑎 + 2*1? − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 2*1? + 𝑎 + −𝑘 − 𝑏

j = g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1 + 2*1?

𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏 + 2*1?
j	

≡ g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏

j (𝑚𝑜𝑑	2) 

我們再證右邊 

[𝐴?]2$%/ ≡ [𝐴? + (221? , −221?)]2$%/ 	(𝑚𝑜𝑑	2)	 

又 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

𝑆(𝑛 + 𝑎, 𝑘 + 𝑏) ≡ g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏

j	(𝑚𝑜𝑑	2),

𝑆(𝑛 + 221? + 𝑎, 𝑘 + 221? + 𝑏) ≡ g
𝑛 + 𝑎 + 221? − p𝑘 + 2

21? + 𝑏
2 q − 1

𝑛 + 221? + 𝑎 + −𝑘 − 221? − 𝑏
j	(𝑚𝑜𝑑	2)
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g
𝑛 + 𝑎 + 221? − p𝑘 + 2

21? + 𝑏
2 q − 1

𝑛 + 221? + 𝑎 − 𝑘 − 221? − 𝑏
j = g

𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1 + 221? − 2*1?

𝑛 + 𝑎 + −𝑘 − 𝑏 + 221? − 221?
j

= g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1 + 2*1?(2 − 1)

𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏
j = g

𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1 + 2*1?

𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏
j

≡ g
𝑛 + 𝑎 − h𝑘 + 𝑏2 i − 1
𝑛 + 𝑎 − 𝑘 − 𝑏

j	(𝑚𝑜𝑑	2) 

證畢。 

由於定理 7中[𝐴?]2$%/、[𝐴? + (0,−2*1?)]2$%/、[𝐴? + (221? , −221?)]2$%/這三個區塊相加

不為 0的元素均不互相疊合，故無進位的問題，可視為互相獨立的區塊相加，而無元素的部

分可以視為加 0，因此綜上我們得到： 

[𝑨𝝎]𝟐𝟐%𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟎,−𝟐𝟏1𝝎)]𝟐𝟐%𝝎 ∪ [𝑨𝝎 + (𝟐𝟐1𝝎, −𝟐𝟐1𝝎)]𝟐𝟐%𝝎 = [𝑨𝝎1𝟏]𝟐(𝟐%𝝎)%𝟏 

也就代表其有自我相似的性質，且是謝爾賓斯基三角形的模式。 

    以上七個研究我們幾乎已將 mod 2 研究透徹，但我們的野心不僅於此，於是我們想要

推廣至 mod 3。因此我們開啟了研究八。  

 

【研究八】利用組合數表示𝑺(𝒏, 𝒌)	(𝒎𝒐𝒅	𝟑)的餘數 

 在研究一中我們推導出一個𝑚𝑜𝑑	2下的組合同餘式，所以在推廣時我們先從這個面向推

導一個𝑚𝑜𝑑	3下的組合同餘式，也以利後續的研究。 

【定理	𝟖】對於正整數𝑛, 𝑘我們有： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ ¡

h𝑘 + 13 i + 𝑛 − 𝑘2 − 1
𝑛 − 𝑘
2

¢ (𝑚𝑜𝑑	3)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘	(𝑚𝑜𝑑	2)

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	3), 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

【證明】 

Case 1, if 𝒌 ≡ 𝟎	(𝐦𝐨𝐝	𝟑) 

C𝑆(𝑛, 𝑘)
%

"&'

𝑥" =E
𝑥

1 − 𝑖𝑥

(

)&*

≡
𝑥(

(1 − 𝑥2)
(
!
	(𝑚𝑜𝑑	3) 

因討論𝒌 ≡ 𝟎	(𝐦𝐨𝐝	𝟑)所以令𝑘 = 3𝑡, 𝑡 ∈ N ∪ {0} 

𝑥(

(1 − 𝑥2)
(
!
=

𝑥!8

(1 − 𝑥2)8 = 𝑥!8(1 + 𝑥2 + 𝑥G +⋯)8 
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又由廣義二項式定理推導後再把𝑥!8乘進去得 

I
1

(1 − 𝑥2)J
8

= (1 − 𝑥2)-8 = C I
𝑡 +𝑚 − 1

𝑚 J
%

;&'

𝑥2; 

⟹ 𝑥!8 oC I
𝑡 +𝑚 − 1

𝑚 J
%

;&'

𝑥2;r = C I
𝑡 +𝑚 − 1

𝑚 J
%

;&'

𝑥!812; 

令𝑛 = 3𝑡 + 2𝑚，則𝑚 = "-!8
2

 

C g
𝑡 + 𝑛 − 3𝑡2 − 1

𝑛 − 3𝑡
2

j
%

"H!8
"≡!8	(;KL	2)

𝑥" 	= C ¡

𝑘
3 +

𝑛 − 𝑘
2 − 1

𝑛 − 𝑘
2

¢
%

"H(
"≡(	(;KL	2)

𝑥" 

Otherwise :	𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	3) 

證畢 

Case 2, if 𝒌 ≡ 𝟏	(𝐦𝐨𝐝	𝟑) 

C𝑆(𝑛, 𝑘)
%

"&'

𝑥" =E
𝑥

1 − 𝑖𝑥

(

)&*

≡
𝑥(

(1 − 𝑥2)M
(
!N(1 − 𝑥)

	(𝑚𝑜𝑑	3) 

= 𝑥(
1

(1 − 𝑥2)M
(
!N
I

1
1 − 𝑥J = 𝑥( I

1
(1 − 𝑥2)J

M(!N

	I
1

1 − 𝑥J 

= 𝑥((1 + 𝑥2 + 𝑥G +⋯)M
(
!N(1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯) 

因討論𝒌 ≡ 𝟏	(𝐦𝐨𝐝	𝟑)所以令𝑘 = 3𝑡 + 1	𝑡 ∈ N ∪ {0} 得 

𝑥!81*(1 + 𝑥2 + 𝑥G +⋯)8(1 + 𝑥 + 𝑥2 +⋯) 

利用廣義二項式定理 

= 𝑥!81* oCI
𝑡 + 𝑖 − 1

𝑖 J
%

)&'

𝑥2)rgC𝑥7
%

7&'

j 

合併後得到 

= 𝑥!81*gCCI
𝑡 + 𝑖 − 1

𝑖 J
%

7&'

%

)&'

𝑥2)17j =CCI
𝑡 + 𝑖 − 1

𝑖 J
%

7&'

%

)&'

𝑥!81*12)17 

令𝑛 = 3𝑡 + 1 + 2𝑖 + 𝑗 得 
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= C¡ C I
𝑡 + 𝑖 − 1

𝑖 J

)&"-(!81*)2

¢
%

"&'

𝑥" = C ¡

𝑘 − 1
3 + 𝑛 − 𝑘2 − 1

𝑛 − 𝑘
2

¢
%

"H(
"≡(	(;KL	2)

𝑥" 

證畢 

Case 3, if 𝒌 ≡ 𝟐	(𝐦𝐨𝐝	𝟑) 運用與 Case 1, if 𝒌 ≡ 𝟎	(𝐦𝐨𝐝	𝟑)相同手法證明 

C𝑆(𝑛, 𝑘)
%

"&'

𝑥" =E
𝑥

1 − 𝑖𝑥

(

)&*

≡
𝑥(

(1 − 𝑥2)
(1*
!
	(𝑚𝑜𝑑	3) 

因討論𝒌 ≡ 𝟐	(𝐦𝐨𝐝	𝟑)所以令𝑘 = 3𝑡 + 2, 𝑡 ∈ N ∪ {0} 

𝑥(

(1 − 𝑥2)
(1*
!
=

𝑥!812

(1 − 𝑥2)81* = 𝑥!812(1 + 𝑥2 + 𝑥G +⋯)81* 

又由廣義二項式定理可得 

I
1

(1 − 𝑥2)J
81*

= (1 − 𝑥2)-(81*) = C I
𝑡 +𝑚
𝑚 J

%

;&'

𝑥2; 

把𝑥!812乘進去得 

𝑥!812 oC I
𝑡 +𝑚
𝑚 J

%

;&'

𝑥2;r = C I
𝑡 +𝑚
𝑚 J

%

;&'

𝑥2;1!812 

令𝑛 = 3𝑡 + 2𝑚 + 2，則𝑚 = "-!8-2
2

 

C g
𝑡 + 𝑛 − 3𝑡2 − 1
𝑛 − 3𝑡
2 − 1

j
%

"H!812
"≡!8-2	(;KL	2)

𝑥" 	= C ¡

𝑘 − 2
3 + 𝑛 − 𝑘2
𝑛 − 𝑘
2

¢
%

"H(
"≡(	(;KL	2)

𝑥" 

Otherwise :	𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	3) 

證畢 

由上述三點我們可以用高斯符號合併成： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ ¡

h𝑘 + 13 i + 𝑛 − 𝑘2 − 1
𝑛 − 𝑘
2

¢ (𝑚𝑜𝑑	3)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑	2)

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	3), 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒
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【研究九】探討斯特靈數三角形在模𝟑下的圖形性質 

在研究七中，我們確認了斯特靈數在模 2下的三角形是具有碎形結構的，於是我們好奇模 3

也有這個漂亮的現象嗎？所以我們一樣利用 python畫圖得到下圖八，其中白色為 0，紅色為

1，黃色為 2： 

 
圖八：斯特靈數三角形 mod 3 （本圖由作者親自製作） 

我們又可以發現圖中具有漂亮的規律，而且也是謝爾賓斯基的樣式，經過文獻探討我們確認

並沒有任何文獻探討這種現象。因此我們一樣決定自己證明這個性質，並利用研究八的組合

數來推導。 

首先我們定義𝐴*是這個組成碎形的這個單位三角形 

𝐴. =

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
𝑆(1,1) 0 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(2,1)𝑆(2,2) 0 0 0 0 0 0 0
𝑆(3,1)𝑆(3,2)𝑆(3,3) 0 0 0 0 0 0
𝑆(4,1)𝑆(4,2)𝑆(4,3)𝑆(4,4) 0 0 0 0 0
𝑆(5,1)𝑆(5,2)𝑆(5,3)𝑆(5,4)𝑆(5,5) 0 0 0 0
𝑆(6,1)𝑆(6,2)𝑆(6,3)𝑆(6,4)𝑆(6,5)𝑆(6,6) 0 0 0
0 0 𝑆(7,3)𝑆(7,4)𝑆(7,5)𝑆(7,6)𝑆(7,7) 0 0
0 0 0 0 0 𝑆(8,6)𝑆(8,7)𝑆(8,8) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 𝑆(9,9)⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

≡

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡
1 0 0 0 0 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0
1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 0 0 0 0
1 1 0 2 0 1 0 0 0
0 0 1 2 2 0 1 0 0
0 0 0 0 0 2 1 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

	(𝑚𝑜𝑑	3) 

經過計算得（其中[𝐴?]代表元素中0 → 0, 1 → 2, 2 → 1） 

[𝐴.] ∪ [𝐴. + (0,−6)] ∪ [𝐴/ + (9,−9)] ∪ [𝐴/ + (0,−12)] ∪ [𝐴/ + (9,−15)] ∪ [𝐴/ + (18,−18)] = [𝐴0] 

再放大一個倍率計算得 

[𝐴!] ∪ [𝐴! + (0,−18)] ∪ [𝐴! + (27,−27)] ∪ [𝐴" + (0,−36)] ∪ [𝐴" + (27,−45)] ∪ [𝐴" + (54,−54)] = [𝐴#] 

透過觀察我們猜想通式為 
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[𝐴?] ∪ [𝐴? + (0,−2 × 3?)] ∪ [𝐴? + (3?1*, −3?1*)] ∪ [𝐴? + (0,−4 × 3?)]

∪ [𝐴? + (3?1*, −2 × 3? − 3?1*)] ∪ [𝐴? + (2 × 3?1*, −2 × 3?1*)] = [𝐴?1*] 

 

【定理	𝟗】 

∀𝜔 ∈ ℕ	斯特靈數三角形在模 3下滿足，其中 

[𝐴?] ∪ [𝐴? + (0,−2 × 3?)] ∪ [𝐴? + (3?1*, −3?1*)] ∪ [𝐴? + (0,−4 × 3?)]

∪ [𝐴? + (3?1*, −2 × 3? − 3?1*)] ∪ [𝐴? + (2 × 3?1*, −2 × 3?1*)] = [𝐴?1*] 

【證明】 

一、 首先，我們先證 

[𝐴?] ≡ [𝐴? + (0,−2 × 3?)]	(𝑚𝑜𝑑	3) 

1. 當𝑘 = 3𝑡時，由【定理	8】 

𝑆(𝑛 + 𝑎, 𝑘) ≡ ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2

¢(𝑚𝑜𝑑	3)	𝑖𝑓	𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘	(𝑚𝑜𝑑	2) 

𝑆(𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? , 𝑘) ≡ ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘
2

¢ (𝑚𝑜𝑑	3)	𝑖𝑓	𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘	(𝑚𝑜𝑑	2) 

又 

¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘
2

¢ = ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1 + 3?

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 + 3?

¢ ≡ ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2

¢ (𝑚𝑜𝑑	3) 

故得證 

2. 當𝑘 = 3𝑡 + 1時，與 1. 狀況類似，僅數字改變，故得證。 

3. 當𝑘 = 3𝑡 + 2時，與 1. 狀況也類似，僅數字改變，故得證。 

二、 再來我們證 

[𝐴?] ≡ [𝐴? + (3?1*, −3?1*)]	(𝑚𝑜𝑑	3) 

1. 當𝑘 = 3𝑡時，由【定理	𝟖】 

𝑆(𝑛 + 𝑎, 𝑘) ≡ ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2

¢(𝑚𝑜𝑑	3)	𝑖𝑓	𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘	(𝑚𝑜𝑑	2) 

𝑆(𝑛 + 𝑎 + 2 × 3" , 𝑘 + 2 × 3") ≡ :

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3" − 𝑘 − 2 × 3"
2 − 1

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3" − 𝑘 − 2 × 3"
2

;(𝑚𝑜𝑑	3)	𝑖𝑓	𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘	(𝑚𝑜𝑑	2) 

又 
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¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘 − 2 × 3?
2 − 1

𝑛 + 𝑎 + 2 × 3? − 𝑘 − 2 × 3?
2

¢ = ¡

𝑘
3 +

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2 − 1

𝑛 + 𝑎 − 𝑘
2

¢ 

得證 

2. 當𝑘 = 3𝑡 + 1時，與 1. 狀況類似，這邊不證。 

3. 當𝑘 = 3𝑡 + 2時，與 1. 情況也類似，這邊不證 

4. 又因為 

[𝐴? + (0,−4 × 3?)] = [𝐴? + (0, 2(−2 × 3?))] 

[𝐴? + (2 × 3?1*, −2 × 3?1*)] = [𝐴? + (2(3?1*), 2(−3?1*))] 

故這兩塊顯然的也有自我相似性（透過重複做兩次平移故依舊同餘），得證。 

5. 特別的 

[𝐴? + (3?1*, −2 × 3? − 3?1*)]	 = [𝐴? + (0,−2 × 3?)] + [𝐴? + (3?1*, −3?1*)] 

又因[𝐴? + (0,−2 × 3?)] = [𝐴? + (3?1*, −3?1*)]故元素0 + 0 ≡ 	0	(𝑚𝑜𝑑	3), 1 + 1 =

2	(𝑚𝑜𝑑	3), 2 + 2	 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑	3)因此會有[𝐴?]代表元素中0 → 0, 1 → 2, 2 → 1。 

綜上，我們得到所有的區塊均有同餘性質，綜觀來看有自我相似性，因此我們得到斯特靈數

三角形在模 3下是謝爾賓斯基三角形。 
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伍、研究結果 

一、【定理𝟏】：對於正整數𝑛, 𝑘我們有： 

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧0,																											(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 < 𝑘

g
𝑛 − h𝑘2i − 1
𝑛 − 𝑘

j	(𝑚𝑜𝑑	2)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘  

可參考第 3-4頁 

二、改進與簡化原論文的證明 

在文獻中，原論文使用 LTE升冪引理的方式證明𝑆(2𝑛, 𝑛)是奇數時，𝑛屬於 Fibbinary 

numbers，在【研究二】中，我們提出利用組合數!!"" " ≡ 𝑆(2𝑛, 𝑛)	(𝑚𝑜𝑑	2)來證明，由於

其簡易性與易算性，為下一步推廣打下了基礎。                    可參考第 4-10頁 

三、【定理𝟒. 𝟏】∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑆(3𝑛, 𝑛) ≡ I
5𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

四、【定理𝟒. 𝟐】∀𝑛 ∈ ℕ 

當𝑆(3𝑛, 𝑛)、 I
5𝑛
𝑛 J為奇數時，𝑛	於二進位下須滿足每個 1往前後數二位都是 0 

可參考第 10-12頁 

五、【定理	𝟓】∀𝑛 ∈ ℕ 

𝑆(5𝑛, 𝑛) ≡ I
9𝑛
𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

                                                          可參考第 13頁 

六、【定理	𝟔】∀𝑛, p ∈ ℕ 

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛) ≡ I
(2𝑝 − 1)𝑛

𝑛 J	(𝑚𝑜𝑑	2) 

可參考第 14-15頁 

七、【定理	𝟕. 2】∀𝜔 ∈ ℕ，斯特靈數三角形在模 2下滿足： 

[𝐴?]2$%/ ∪ [𝐴? + (0,−2*1?)]2$%/ ∪ [𝐴?(221? , −221?)]2$%/ = [𝐴?1*]2($%/)%&    

                            可參考第 16-21頁 

八、【定理	𝟖】對於正整數𝑛, 𝑘我們有： 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ ¡

h𝑘 + 13 i + 𝑛 − 𝑘2 − 1
𝑛 − 𝑘
2

¢ (𝑚𝑜𝑑	3)	, 𝑖𝑓𝑛 ≥ 𝑘, 𝑛 ≡ 𝑘(𝑚𝑜𝑑	2)

𝑆(𝑛, 𝑘) ≡ 0	(𝑚𝑜𝑑	3), 𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑤𝑖𝑠𝑒

 

可參考第 21-23頁 
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九、【定理	𝟗】 

∀𝜔 ∈ ℕ	斯特靈數三角形在模 3下滿足下式，且具有自我相似性，其中 

[𝐴?] ∪ [𝐴? + (0,−2 × 3?)] ∪ [𝐴? + (3?1*, −3?1*)] ∪ [𝐴? + (0,−4 × 3?)]

∪ [𝐴? + (3?1*, −2 × 3? − 3?1*)] ∪ [𝐴? + (2 × 3?1*, −2 × 3?1*)] = [𝐴?1*] 

可參考第 24-26頁 

十、討論 

我們利用𝑆(𝑛, 𝑘)(𝑚𝑜𝑑	2)時的組合數同餘式，在後續證明𝑆(𝑝𝑛, 𝑛)的過程中，也因組合數相

較於斯特靈數本身容易計算，使得後面的證明較為簡潔。同時，我們已找出滿足

𝑆(2𝑛, 𝑛)、𝑆(3𝑛, 𝑛)為奇數時𝑛的條件，且都與二進制表達有直接相關，不過目前沒有推出滿足

𝑆(𝑝𝑛, 𝑛)為奇數時𝑛的條件，這部分值得繼續探討，我們認為與其二進制表達式也有高度相關。 

在定理六，我們得到一個更一般的結論。證明過程中，我們原先以為𝑝與𝑝$為相鄰質數，

但後來才發現兩者關係更為簡潔，甚至是線性關係，看似複雜的斯特靈數，竟然與組合數有如

此漂亮的關係。 

在研究六我們利用 Python 作圖後發現圖中有漂亮且驚人的規律，一開始我們並不知道那

是謝爾賓斯基三角形，在上網查找後發現並沒有任何文獻探討這個有趣的現象，但是我們同時

發現巴斯卡三角形[7]有這個特性，且是廣為人知的性質，所以我們相信斯特靈數三角形也有這

個性質，因此我們在研究七中利用自我相似性證明了這件事，隨著𝜔越來越大，整個謝爾賓斯

基三角形的分佈越來越明顯。證明過程中遇到最難解決的問題是因為最基本的單位三角形的底

部斜率並非 0，而是階梯狀，與巴斯卡三角形討論的情況不同[7]，為了解決這個問題，我們使

用類似矩陣加法的概念來處理，透過定義即複製與平移的手法來證明，而最終得到一個嶄新的

結果。在研究八中，我們自己推出了一個模 3下的斯特靈數組合同餘式，這個定理讓我們可以

在研究九中可以利用他來證明並推廣斯特靈數三角形不僅在模 2下有碎形性質，在模 3下也具

有！且也是謝爾賓斯基三角形的樣式。特別的，在模 3的情況下，有一個區塊會跟其他不一樣

的現象，造成整體的碎形性質更加容易觀察而且漂亮！ 
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陸、未來展望 

 針對研究七與九，事實上不只模 2與 3有碎形結構，我們發現第二類斯特靈數三角形模其

他質數也有類似的圖形，不過隨著除數變大，餘數的可能值也越來越多，以下為模不同質數的

圖形。未來期待能證明出對於任意質數都有謝爾賓斯基三角形這樣的性質。值得一提的是，後

續在做第一類斯特靈數三角形模質數時，我們也發現其有特別的碎形結構，如圖十三與十四。 

 

  
圖九：模 5  圖十：模 7 

  
圖十一：模 11 圖十二：模 13 

  
圖十三：第一類斯特靈數模 2 圖十四：第一類斯特靈數模 3 
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柒、結論 

 我們透過代數方法(斯特靈數的生成函數)以及其與組合數之間的巧妙關係推導出給定 n 與 k 時

斯特靈數在數論中的奇偶性，並在過程中運用程式等進行研究讓我們看到了斯特靈數深藏的性質，

不僅改進了一篇論文使用較隱晦的升冪引理的證明過程，也運用二進制的特殊性質與盧卡斯定理，

推廣出第二類斯特靈數與組合數較為一般的結論，最後我們證明了斯特靈數三角形模 2與模 3皆存

在謝爾賓斯基三角形的幾何性質，且任何文獻中都未曾討論過。用一句話來說，我們巧妙的結合

AGCN的各種工具，完成了這篇精彩兼具論文水準的斯特靈數研究！ 

 
圖十五：研究結果示意圖 
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玖、附錄 

一、 附表 
表二：斯特靈數表 

𝒏\𝒌 0 1 2 3 4 5 6 

0 1 - - - - - - 

1 0 1 - - - - - 

2 0 1 1 - - - - 

3 0 1 3 1 - - - 

4 0 1 7 6 1 - - 

5 0 1 15 25 10 1 - 

6 0 1 31 90 65 15 1 

 

表三：滿足𝑆(𝑝𝑛, 𝑛),+#
!"
" ,為奇數時的𝑛值 

𝑝 𝑝$ 前 15項 
2 3 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 17, 18, 20, 21, 32, 33 
3 5 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 17, 18, 19, 24, 25 
5 9 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 17, 20 
7 13 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 12, 16, 17, 19, 22, 24, 27 
11 21 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 18, 24, 32, 33, 36 
13 25 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 19, 20 
17 33 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14 
19 37 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16, 17, 18, 19, 24, 25 
23 45 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 12, 16, 17, 19, 22, 24, 27 
29 57 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 19, 20 
31 61 0, 1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 12, 16, 22, 24, 32, 43, 44 
37 73 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 10, 12, 14, 16, 17, 20 
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二、Python程式碼 
本研究使用 Google Colab 作為主要的開發環境。 
(一) 𝑆(𝑛, 𝑘)奇偶性熱圖 
import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap 

import math 

  

# Revised function to calculate Stirling numbers of the second kind using the 

generating function method 

def generating_function_stirling_second(n, k): 

    result = 0 

    for i in range(0, k + 1): 

        coeff = (-1)**i * math.comb(k, i) 

        term = (k - i)**n 

        result += coeff * term 

    return result // math.factorial(k) 

  

# Custom colormap with white for zero and a gradient from red to violet for other 

values 

def custom_cmap(): 

    # Colors mapping: white for 0, then red to violet gradient 

    colors = ["white", "red", "orange", "yellow", "green", "blue", "indigo", "violet"] 

    cmap_name = "custom_map_with_white" 

    return LinearSegmentedColormap.from_list(cmap_name, colors, N=256) 

  

# Function to generate heatmap for Stirling numbers 

def plot_generating_function_stirling_numbers(n_range, k_range, mod_values): 

    stirling_results = {} 

    cmap = custom_cmap()  # 使用自定義的色彩映射 

  

    for mod_value in mod_values: 

        results = np.zeros((len(n_range), len(k_range))) 

        for i, n in enumerate(n_range): 

            for j, k in enumerate(k_range): 

                value = generating_function_stirling_second(n, k) % mod_value 

                results[i, j] = value if value != 0 else -1  # 使用 -1 表示余數為 0 的情況 

  

        stirling_results[mod_value] = results 
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    for mod_value, results in stirling_results.items(): 

        fig, ax = plt.subplots(figsize=(8, 8)) 

        # 使用自定義的色彩映射，將余數為 -1 的值映射為白色 

        c = ax.imshow(results, cmap=cmap, aspect='auto', vmin=-1, vmax=mod_value-1) 

        ax.set_title(f"S2(n, k) mod {mod_value}") 

        ax.set_xticks(range(len(k_range))) 

        ax.set_yticks(range(len(n_range))) 

        ax.set_xticklabels([str(k) for k in k_range]) 

        ax.set_yticklabels([str(n) for n in n_range]) 

        ax.set_xlabel("k") 

        ax.set_ylabel("n") 

        plt.colorbar(c, ax=ax)  # Add a colorbar to show the mapping 

        plt.show() 

  

# Example usage 

n_range_example = range(0, 100)  # Adjusted for demonstration purposes 

k_range_example = range(0, 100)  # Adjusted for demonstration purposes 

mod_values_example = [2] 

  

plot_generating_function_stirling_numbers(n_range_example, k_range_example, 

mod_values_example) 

#result:  
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(二) 滿足𝑆(3𝑛, 𝑛)為奇數之 n值 
import math 

from scipy.special import comb 

def stirling_second_3k(k): 

    n = 3 * k 

    result = 0 

    for i in range(0, k + 1): 

        coeff = (-1)**i * comb(k, i, exact=True) 

        term = (k - i)**n 

        result += coeff * term 

    return result // math.factorial(k) 

# Example usage 

for i in range(0, 100): 

  k_value = i  # 可以替換成任意正整數 

  stirling_result = stirling_second_3k(k_value) 

  if stirling_result&1: 

    print(f"{k_value}, ",end="") 

(三)第二類斯特靈數三角形、巴斯卡三角形與第一類斯特靈數三角形模質數之熱圖 

import matplotlib.pyplot as plt 

import numpy as np 

from matplotlib.colors import LinearSegmentedColormap 

import math 

from functools import lru_cache 

 

# Function to calculate combination 

def combination(n, k): 

    if k > n or k < 0: 

        return 0 

    return math.comb(n, k) 

 

# Function to calculate the new combinatorial formula 

def new_combinatorial_formula(n, k): 

    if n < (k // 2) + 1 or (n - k - 1) < 0: 

        return 0 

    return combination(n - (k // 2) - 1, n - k - 1) 

 

# Function to calculate Pascal's triangle entries 

def pascal_number(n, k): 

    if k > n: 
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        return 0 

    return math.comb(n, k) 

 

# Function to calculate Stirling numbers of the first kind using memoization 

@lru_cache(None) 

def stirling_first_kind_memo(n, k): 

    if n == k == 0: 

        return 1 

    if n == 0 or k == 0: 

        return 0 

    return stirling_first_kind_memo(n-1, k-1) - (n-1) * stirling_first_kind_memo(n-1, k) 

 

# Custom colormap with white for zero and a gradient from red to violet for other 

values 

def custom_cmap(): 

    colors = ["white", "red", "orange", "yellow", "green", "blue", "indigo", "violet"] 

    cmap_name = "custom_map_with_white" 

    return LinearSegmentedColormap.from_list(cmap_name, colors, N=256) 

 

# General function to generate heatmap for given number function 

def plot_number_function(func, n_range, k_range, mod_values, title): 

    results_dict = {} 

    cmap = custom_cmap() 

 

    for mod_value in mod_values: 

        results = np.zeros((len(n_range), len(k_range))) 

        for i, n in enumerate(n_range): 

            for j, k in enumerate(k_range): 

                value = func(n, k) % mod_value 

                results[i, j] = value if value != 0 else -1 

 

        results_dict[mod_value] = results 

 

    for mod_value, results in results_dict.items(): 

        fig, ax = plt.subplots(figsize=(12, 10)) 

        c = ax.imshow(results, cmap=cmap, aspect='auto', vmin=-1, vmax=mod_value-1) 

        ax.set_title(f"{title} mod {mod_value}") 

        ax.set_xticks(range(len(k_range))) 

        ax.set_yticks(range(len(n_range))) 
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        ax.set_xticklabels([str(k) for k in k_range]) 

        ax.set_yticklabels([str(n) for n in n_range]) 

        ax.set_xlabel("k") 

        ax.set_ylabel("n") 

        plt.colorbar(c, ax=ax) 

        plt.show() 

 

# Example usage for the new combinatorial formula 

n_range_example = range(0, 300)  # Adjusted for demonstration purposes 

k_range_example = range(0, 300)  # Adjusted for demonstration purposes 

mod_values_example = [2] 

 

# Plotting for the new combinatorial formula 

plot_number_function(new_combinatorial_formula, n_range_example, k_range_example, 

mod_values_example, "S2(n,k)") 

 

# Plotting for Pascal numbers 

plot_number_function(pascal_number, n_range_example, k_range_example, 

mod_values_example, "Pascal's Triangle") 

 

# Plotting for Stirling numbers of the first kind using memoization 

plot_number_function(stirling_first_kind_memo, n_range_example, k_range_example, 

mod_values_example, "S1(n, k)") 

#result:  

 
 


