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摘要 

所謂的對稱函數，就是每個不同的自變數，它們的角色都一樣。 

例如： yxyxf +=),( 或者 yxyxf ⋅=),( 均為對稱函數， 

但 yxyxf −=),( 或者 yxyxf ⋅= 2),( 就不是對稱函數了。 

從一篇數學文章中看到作者定義的一個對稱函數： 

 

1)1)(1)(1()1)(1()( 01221 −+++++= −− aaaaanf mm L ，其中 01221 ..... aaaaan mm −−=  

    作者發現此函數具有美妙的規則性，就是將一正整數 1n 代入 )(nf 得 2n ， 2n 代入 )(nf 得

3n ，一直重複這樣的動作，可得到一收斂值 in 。對此，他找出五項關於此函數的定理： 

一、 nnf ≤)( for all n . 

二、 f has no cycles of length greater than 1. 

（一）m=1 

（二） 2≥m  and 9... 210 ==== −maaa (不動點) 

三、 f has infinitely many 1-cycles.(無窮多個) 

四、 Iteration of f on any n will eventually reach one of the 1-cycles destinations.(並無 L>1循環點) 

五、 There is no positive integer N  such that nnf <)(  for all Nn > . 

文末，作者提到另外兩個對稱函數： 

∏
−

=

+−+=
1

0
1)1()(

m

i
ik kang 與 ∏

−

=

−+=
1

0
)()(

m

i

m
ik kkanp  

    雖然只多了個 k，但卻與原函數大不相同，也未有其它研究成果，這引起我們的好奇。 

針對此兩類 )(ng k 和 )(np k 對稱函數，初步的理解是：視為投入自然數的化學藥劑， 

發現不同的對稱函數會產生不同的效果，有的會固定收歛至一個點(我們稱為不動點)、有的卻

會形成一連串的循環點，相當地耐人尋味。因此，嘗試以此主題作研究，探討對稱函數深刻

的性質與現象。 

壹、研究動機 

 函數，它的內涵很吸引人，把這兩型對稱函數 )(ng k 及 )(np k
當作研究的主題，研究 

當 k值不同、產生不同程度的改變，嘗試找出運作的機制及完整的結果，以及它的規則性 

與共同特性。 

貳、研究目的 

一、確定 )(ng k 的遞增點與 k的關係。 

二、尋找 )(ng k 的不動點與 k的關係。 

三、找出 )(ng k 循環長度的大小及類型。 

四、證明 )(ng k 為局部性遞減函數。 
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五、確定 )(np k 的不動點與 k的關係。 

六、找出 )(np k
的增減性。 

七、找出 )(ng k 及 )(np k
共同特性。 

参、研究過程 

一、名詞定義與符號 

（一）循環點：給定 k值（ { }0∪∈ Nk ）， Ν∈∀n ，當 )(ngk 進行到 21 )( nng k = ，

32 )( nng k = ，…， 1)( nng lk = 的步驟時，則稱（ lnnn ,, 21 L ） 

是 )(ng k 的一個循環點，並將其視作是環狀排列的， 

而（ lnnn ,, 21 L ）與（ LL ,,,, 21 nnn l ）是相同的循環點。 

 

（二）循環長度：同上，此時定 LnL k =)( 為循環長度 (當 k不同時，同一個 n，可能

會有不同的 L值)，即這 L個數形成一個循環。 

(三）不動點：給定 k值，若 1)( =nL k ，則稱 n為 kg 型的不動點。即 nng k =)( 。 

定 kB 為 )(ng k 型所有不動點所構成的集合。 

 

循環點 

kB  

 

 

＜循環點與不動點的關係＞ 

（四）遞增點：給定 k值，若 nng k >)( ，則稱此 n為 )(ng k  型的遞增點。 

定 kV 為 )(ng k 型所有遞增點所構成的集合，
kV 為遞減點的集合。 

 

同樣地，當討論 )(np k
時，其循環點的長度、不動點及遞增點也分別用 lnlk =)( 、

kB  及 kV 來表示。 

舉例說明： ⇒= 60)59(1g ⇒= 7)60(1g ⇒= 8)7(1g ⇒= 9)8(1g ⇒= 10)9(1g  

     ⇒= 2)10(1g ⇒= 3)2(1g ⇒= 4)3(1g ⇒= 5)4(1g ⇒= 6)5(1g  

     ⇒= 7)6(1g ⇒= 8)7(1g 表示(7,8,9,10,2,3,4,5,6)是 g1型函數的一個循環

點，59是遞增點，而 9)59(1 =L 。 

          又 ⇒= 28)28(2g 即 1)28(2 =L ，故 28是 g2的一個不動點，即 28 2B∈ 。 

          而 ⇒= 10)31(3g ⇒= 4)10(3g ⇒= 7)4(3g ⇒= 10)7(3g 4)10(3 =g  

          由以上得知： 3)31(3 =L ，而(10,4,7)是 3g 型函數的一個循環點。 
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二、 )(ng k 的研究 

∏
−

=

+−+=
1

0

1)1()(
m

i
ik kang ，其中 0

01
2

2
1

1 10101010 ×+×++×+×= −
−

−
− aaaan m

m
m

m L  

)(ng k 的運算方式和 )(nf 相似，因 )()( 0 ngnf = ，故從 )(1 ng 的研究出發，再

進一步拓展到 )(ng k 。 

（一） )(1 ng  

 1. )(1 ng 的遞增點 

大部分 Ν∈n 會使 nng ≤)(1 (遞減點)，但和原作者所提的 )(nf 不同的地方

是：存在一些自然數 n會使 nng >)(1 ，即遞增的現象。下列的過程就是利用代數

方法找出二位數、三位數、四位數的 1V ，然後再推至m位數字，並把它寫成＜定
理一＞： 

 【定理一】：當 x不為個位數時，若 1Vx ∈ ⇔ 9991 L−= max 的形式。 

＜法一＞觀察： 

（1）二位數 

設 ab為個位數 b，十位數 a的二位數字 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ，

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈b ，則： 

baba +>+−++ 1011)1)(1(
a

b 19 −>⇒  

∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈b  

∴二位數的 1V 有 19,29,39,49,59,69,79,89,99；佔
10
1

90
9

= 。 

（2）三位數 

設 abc為個位數 c，十位數 b，百位數 a的三位數字， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， 

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧ cb ，則： 

cbacba ++>+−+++ 1010011)1)(1)(1(  

baab
abbac

++
−−+

>⇒
1999

 

∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧ cb  

則當 a = 1時 

b
bc

21
898

+
+

>⇒  

L33.351 >⇒=⇒ cb  

8.222 >⇒=⇒ cb  

L42.173 >⇒=⇒ cb  
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L4.144 >⇒=⇒ cb  

L63.115 >⇒=⇒ cb  

L23.116 >⇒=⇒ cb  

L26.107 >⇒=⇒ cb  

L52.98 >⇒=⇒ cb  

L94.89 >⇒=⇒ cb  

∴依此類推，三位數的 1V 有 199,299,399,499,599,699,799,899,999；佔
100
1

900
9

= 。 

（3）四位數 

設 abcd為個位數 d，十位數 c，百位數 b，千位數字 a的四位數字，

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧∧ dcb ，同樣利用上

面的方法寫成 
cbaacbcababc

acbcababccbad
++++++

−−−−−++
>

1999999
 

則四位數的 1V 有 1999,2999,3999,4999,5999,6999,7999,8999,9999； 

佔
1000

1
9000

9
= 。 

（4）m位數 

由以上分析我們推廣到 m位數字。 

想法：我們假設一個 m位數字由 1−ma 、 ia 及（m - 2）個 9組成，則只需討論

9991 Lim aa − 及 im aa 9991 L− 的情況中 1−ma 與 ia 的關係，即可證明    

＜定理一＞，其中 )999()999( 1111 LL imim aagaag −− = 。 

 證明： 

（Ⅰ）設一個 m位數字為 i
mm

mim aaaa +−−+⋅= −−
−− 9)11010(999 11

11 L ，則當

它為 1V ，會有下面的關係式： 

  imim aaaag 999)999( 111 LL −− >  

i
mm

m
m

im aaaa +−+⋅>⋅++⇒ −−
−

−
− 10101010)1)(1( 11

1
2

1  

11010
10)1010)(1(

22
1

21
1

−+⋅

−−+
>⇒

−−
−

−−
−

mm
m

mm
m

i a
a

a  

110)1(
1010)1(9

2
1

2
1

−⋅+
−⋅+⋅

= −
−

−
−

m
m

m
m

a
a

110)1(
210)1(8 2

1

2
1

−⋅+

−⋅+
+= −

−

−
−

m
m

m
m

a
a

 

 ∵ 1
110)1(
210)1(0 2

1

2
1 <

−⋅+
−⋅+

< −
−

−
−

m
m

m
m

a
a  ∴ L.8>ia  ∴ 9=ia  
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（Ⅱ）設一個 m位數字為 )110(1010999 221
11 −+⋅+⋅= −−−

−−
mm

i
m

mim aaaa L  

，則當它為 1V ，會有下面的關係式： 

999)999( 111 LL imim aaaag −− >  

221
1

2
1m 10101010)1)(1( −−−

−
−

− +⋅+⋅>⋅++⇒ mm
i

m
m

m
i aaaa  

2
1

2
1

10
1109

−
−

−
−

⋅

−⋅
>⇒ m

m

m
m

i
a

a
a 2

1

2
1

10
110

8
−

−

⋅

−⋅
+= m

m

a
a

 

∵ 1
10

110
2

1

2
1 <

⋅
−⋅

−
−

−
−

m
m

m
m

a
a

   ∴ L.8>ia    ∴ 9=ia  

由（Ⅰ）、（Ⅱ）可知，只要為此種類型的數字，皆為 1V ，反之亦然。＃ 

＜法二＞ 

想法：由＜法一＞的結果觀察，我們企圖將 )(1 ngn − 整理，並企圖讓決定是否遞

增的關鍵是首位數字。 

觀察：（1）二位數 )(1 ngn −  

)1)(1()10( 0101 ++−+⋅= aaaa 1)]1(10[ 01 −+−= aa  

（2）三位數 

)(1 ngn − )1)(1)(1()1010( 01201
2

2 +++−+⋅+⋅= aaaaaa   

1)]1(10[)]1(10[ 010101
2

2 −+−++++−= aaaaaaa  

1)]1(10[)]1)(1(10[ 0101
2

2 −+−+++−= aaaaa  

（3）m位數    )(1 ngn −  

1)]1(10[])1(10[])1(10[ 01

3

0

2
2

2

0

1
1 −+−++−++−= ∏∏

−

=

−
−

−

=

−
− aaaaaa

m

i
i

m
m

m

i
i

m
m L  

證明： 01
2

2
1

1 101010 aaaan m
m

m
m +⋅++⋅+⋅= −

−
−

− L （ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈∀ ia ）， 

∏
−

=

+=
1

0
1 )1()(

m

i
iang ，則： 

)(1 ngn − 1)]1(10[])1(10[])1(10[ 01

3

0

2
2

2

0

1
1 −+−+++−++−= ∏∏

−

=

−
−

−

=

−
− aaaaaa

m

i
i

m
m

m

i
i

m
m L  

（Ⅰ）假設 ia 為最大的數字 9（ 2,,2,1,0 −=∀ mi L ），即 9991 L−ma ， Nam ∈−1  

( ) 011 <−=− ngn  

( )ngn 1<⇒ 表為 9991 L−ma 的形式⇒為 1V （必要條件） 

（Ⅱ）如果考慮最可能發生遞增的一數，但非上述情形，即某個 8=ia ，其它皆 

為 9，其中，又∵ )989()899()989( 111111 LLLL −−− === mmim agagag ，       
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故又再考慮當中最可能發生遞增的，因此取 n= 9891 L−ma  

9,8 01432 ======⇒ −−− aaaaa mmm L  

01101)]109(10[)( 2
1

21
11 ≥−×=−×−=− −

−
−−

−
m

m
mm

m aangn  

( ) nng ≤⇒ 1 ，表示 1V 必為 9991 L−ma 的形式（充分條件）＃ 

小結：隨著位數增加， 1V 的比例會越來越小；當為 m位數字時， 1V 佔的比例
110

1
−

=
m
。 

 

2. )(1 ng 的不動點與循環點 

舉個例子來看 1811163)250(1 =+−××=g 181192)18(1 =+−×=⇒ g ， 

在 n = 250時， )(1 ng 最後會收斂為 18（不動點）。下面則是利用程式做出來的數據，

在 100~1=n ， )(1 ng 的循環點與不動點： 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

我們發現相較於 )(nf ，明顯地 )(1 ng 會產生大量的循環點，因此我們推測 )(1 ng 型的

循環長度有兩種類型： 1=l （不動點）及 9=l 。 
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（1） )(1 ng 不動點為 18。 

          證明：根據＜定理一＞，除了 9991 L−ma 外，其他數字帶入 )(1 ng 皆呈遞減，如果

考慮當中最可能發生遞減最少的一數，即採某個 8=ia ，其它皆為 9，其中，

又∵ )989()899()989( 111111 LLLL −−− === mmm agagag ，故又再考慮

當中最可能讓 n與 )(1 ng 的值產生最接近的數，因此取 n= 9891 L−ma ，且我

們也可以由＜定理一＞法二的（Ⅱ）得到： 

                   ( ) 1101)]109(10[ 2
1

21
11 −×=−×−=− −

−
−−

−
m

m
mm

m aangn  

  ⇒ ( ) nng =∋ 1 成立時 21 10
1

−− =⇒ mma ∵ Na m ∈−1  

                ∴ 182 =⇒=⇒ nm  

                再考慮第二可能符合條件的數，因此再取 

9791 L−= man 9,7 01432 ======⇒ −−− aaaaa mmm L  

                  )(1 ngn −  

1)]1(10[])1(10[])1(10[ 01

3

0

2
2

2

0

1
1 −+−+++−++−= ∏∏

−

=

−
−

−

=

−
− aaaaaa

m

i
i

m
m

m

i
i

m
m L  

01]102[1)]108(10[ 2
1

21
1 >−×=−×−= −

−
−−

−
m

m
mm

m aa  

表以下都不可能再有不動點了，  ∴可知 1B 的元素必只有 18＃ 

                   )(1 ng                                  nng =)(1  

 

 

在 y=x直線上的點為 

不動點 

 

 

 

 

 

                                                         n  

                                                               

（2） 9=l 的循環點為（2,3,4,5,6,7,8,9,10）。 

先由二位數著手：我們從數據中循環點的部分，猜想有一正整數 m，當它

帶入 )(ng k 而形成一系列的循環點時，會有這樣的恆等式產生： m∃ 使得

akdcdcmkamka =+−++∧+=+∧<−+ 1)1)(1(1010)1( ，則 1+= ml ， 

其中 a為此循環的首項數字，10c+d為此循環的末項數字。 

證明：將上列的式子聯立可得 1)9()1( −≤∧−=+⇒ kddcmk ，而 k = 1， 

      c = 1 091 =∧−=+⇒ ddm ，則 m = 8，得循環點(2,3,4,5,6,7,8,9,10)＃ 
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m位數：循環點中（ 2≥l ）最小的數必是遞增點，然而 1V 9991 L−= ma 及個位數，                    

經計算後先遞增至 000 La ，將此數 000 La 再帶入 )(1 ng 則遞減為個位

數，最終還是掉入循環點（2,3,4,5,6,7,8,9,10）中。故知 )(1 ng 循環點必為

18（亦是不動點）與（2,3,4,5,6,7,8,9,10）＃ 

          )(1 ng  

 

 

 

 

 

 

                                   n  

3. )(1 ng 為遞減函數 

    當自然數Ν丟入 )(1 ng 之中，大家都變小（遞減），只有 9,8,7,6,5,4,3,2,1 及

＜定理一＞的 1V 會變大（遞增）。過程中有遞減至不動點及先減再增或先增再減的
循環點，但剔除掉這些 1V ，發現其餘的正整數會有這樣的關係： 

nngVn ≤∋∈∀ )(11 (保留與 )(nf 相同的遞減性) 

證明：設 i
m

i
ian 10

1

0
⋅= ∑

−

=

為m位數字，令 ∏
−

=

+=
1

0
1 )1()(

m

i
iang ， 1

1 10 −
− ⋅−= m

mann  

假設 nng ≤)(1 在位數為 m - 1時成立，則位數 m時：  

∏
−

=
+=

1

0
1 )1()(

m

i
iang ∏

−

=
− ++=

2

0
1 )1()1(

m

i
im aa  

)]()[1( 11 nga m += − ))(1( 1 nam +≤ −  

1
11 10 −

−− ⋅−+⋅= m
mm anan )10( 1

1
−

− −+= m
m nan < n    

               ∴ nng ≤⇒ )(1 （等式成立與 1B 有關） 

         又 1V （ 9991 L−ma 及個位數）經計算後（1~2次）遞增為 000La 時，再次帶入 )(1 ng  

         則會遞減為個位數，最終還是掉入循環點（2,3,4,5,6,7,8,9,10）中， 

所以對 )(1 ng 來說是不會發散的，故得證＃ 
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（二） )(2 ng  

1. )(2 ng 的遞增點 

              同樣地，大部分 Ν∈n 會使 nng ≤)(2 ，但也 nngn >∋∃ )(2 ，與 1V 一樣，我 

          們也將 )(2 ngn − 整理。 

※註：下列內容不探討 n為個位數之情形，因為個位數字必成立。 

證明： 01
2

2
1

1 101010 aaaan m
m

m
m +⋅++⋅+⋅= −

−
−

− L （ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈∀ ia ）， 

∏
−

=

+=
1

0
2 )1()(

m

i
iang ，則： 

  )(2 ngn −  

2)]1(10[])1(10[])1(10[ 01

3

0

2
2

2

0

1
1 −+−+++−++−= ∏∏

−

=

−
−

−

=

−
− aaaaaa

m

i
i

m
m

m

i
i

m
m L  

 

（Ⅰ）假設 ia 為最大的數字 9（ 2,,2,1,0 −=∀ mi L ），即 9991 L−ma  

( ) 022 <−=− ngn  

( ) nng >⇒ 2
，即 9991 L−ma 的形式為 2V  

 

（Ⅱ）如果再考慮最可能發生遞增的一數，但非上述情形，即某個 8=ia ，其它皆 

為 9，其中， 因為 )989()899()989( 121212 LLLL −−− === mmim agagag ，故又再 

考慮當中最可能發生遞增的，因此取 

9891 L−= man （ Nam ∈−1 ） 82 =⇒ −ma ， 90143 ===== −− aaaa mm L  

( )ngn 2− 2)]109(10[ 21
1 −×−= −−

−
mm

ma 210 2
1 −×= −

−
m

ma  

上式中，存在 0210 2
1 <−× −

−
m

ma 的條件惟有 12 1 =∧= −mam 才會成立 

（即 18=n ），其他為此形式的數字皆使 ( ) nng <2 ，表示： 

2V 必為 9991 L−ma 與 18的形式（不探討個位數），反之亦然＃ 

2. )(2 ng 的不動點與循環點 

    成功的經驗使我們推向 )(2 ng ，同樣地，由【數據二】（放在附錄）我們 

          也推測 )(2 ng 循環長度有兩種類型： 1=l （不動點）及 4=l 。 

 

-9- 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

（1） 1=l 即 2B ={17,28} 

          證明：與 )(1 ng 不動點的想法一樣，也考慮其中讓 n與 )(2 ng 的值產生最接近的數， 

故亦取 9891 L−= man （ Nam ∈−1 ），相同的我們也可以得到： 

                ( ) 2102)]109(10[ 2
1

21
12 −×=−×−=− −

−
−−

−
m

m
mm

m aangn  

                ⇒ ( ) 02 =−∋ nng 成立時 21 10
2

−− =⇒ mma ∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma  

                ∴ 282 =⇒=⇒ nm  

                再考慮第二個可能發生最接近的數，因此再取 

                9791 L−= man ， Nam ∈−1 72 =⇒ −ma ， 90143 ===== −− aaaa mm L ， 

則：  )(2 ngn − 2]102[ 2
1 −××= −

−
m

ma  

⇒ ( ) nng =∋ 2 成立時 21 102
2

−− ×
=⇒ mma  

                ∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma    ∴ 172 =⇒=⇒ nm  

                再考慮第三個可能的數，因此又取 9691 L−= man （ Nam ∈−1 ）  

                )(2 ngn −⇒ 2)]107(10[ 21
1 −×−= −−

−
mm

ma 02]103[ 2
1 >−××= −

−
m

ma  

                表以下都不可能再有不動點了，∴可知 2B 的元素必只有 28、17＃ 

小結：利用「分段討論」的方式可得 kB ，而隨 k值的改變，討論次數可能不同。 

                  )(2 ng                                  nng =)(2  

在 y=x直線上的點為 

不動點 

 

 

 

 

 

 

 

 

 n  

（2） 4=l 的循環點為（5,7,9,11）。 

                  亦先由二位數著手，同樣地，依據之前第七頁的想法

1)9()1( −≤∧−=+⇒ kddcmk ，而 1+= ml 。 

若 k = 2，c = 1 1922 =∧−=+⇒ ddm 則 m = 3 4=⇒ l ， 
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因此可得二位數循環點（5,7,9,11）＃ 

           m位數：循環點中（ 2≥l ）最小的數必是遞增點，然而 }18{12 ∪= VV ，經計算後 

                   先遞增至 000La ，將此數 000La 再帶入 )(2 ng 則遞減成為個位數或是 

11，最終還是掉入循環點（5,7,9,11）中，故知 )(2 ng 循環點必為 28,17 

(亦是不動點)與(5,7,9,11）＃ 

                    )(2 ng  

 

 

 

 

 

                                                  

                                               n  

 

3. )(2 ng 為遞減函數 

             同 )(1 ng ，剔除掉這些 2V ，其餘的正整數也會有這樣的關係： 

nngVn ≤∋∈∀ )(22  

證明：設 i
m

i
ian 10

1

0
⋅= ∑

−

=

為m位數字，令 1)1()(
1

0
2 ++= ∏

−

=

m

i
iang ， 

1
1 10 −

− ⋅−= m
mann  

假設 nng ≤)(2 在位數為 m - 1時成立，則位數 m時： 

21)1()(
1

0
2 +−+= ∏

−

=

m

i
iang 1)1()1(

2

0
1 +++= ∏

−

=
−

m

i
im aa  

1]1)()[1( 21 +−+= − nga m 1)1)(1( 1 +−+≤ − nam  

1
1

11 10 −
−

−− −⋅−+⋅= m
m

mm aanan  

)110( 1
1 −−+= −

−
m

m nan n<  

nng ≤⇒ )(2 （等式成立與 2B 有關） 

        又 }18{12 ∪= VV ，經計算後遞增為 000La 時， 000La 再帶入 )(2 ng 則遞減為個位數 

    或是 11，最終會掉入循環點（5,7,9,11）中，故對 )(2 ng 來說是不會發散的，得證＃ 
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       小結：這些遞減的機制，會使得自然數形成【不動點】或者【循環點】。 

             而至於【遞增點】因為與 k值有關：k值越小，遞增點經過較少次的計算， 

             便能進入【遞減】的行列；相對地，k值越大，則需經過較多次的運算後， 

             才能進入此行列中。 

 

（三） )(ng k ----推廣至一般 

1. 不動點的研究 

          （1）對於 )(ng k 的函數而言，一開始我們先針對二位數字來探討，設法找出 

               不動點，設 ab為個位數 b，十位數 a的二位數字， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， 

               { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈b ，則 

nbakbang k =+=+−++= 101)1)(1()(    
b

ka
−

=⇒
9

 

               依據上式，我們可以了解 a（十位數字）必為 k的正因數，即 a｜k。 

               接著再把 b（個位數字）當主角則可
a
kb −=⇒ 9 ，所以只要知道 a值，b值 

亦可運算得出，結果可參看下頁圖表。 

例如： )(8 ng 的不動點的十位數字即為 8的正因數有 8,4,2,1，個位數字經運

算再配對，即得二位數的不動點為 88,47,25,11四種。 

 

          （2）運用此法，我們從反方向切入，只要給定一正整數ｎ，我們就可以找到所對 

               應的 k值，此時ｎ即為所對應到 )(ng k 函數的不動點。 

               例如：n = 123，則 1231)13)(12)(11()( =+−+++= kngk 100=⇒ k  

                     由此可知： )(100 ng 這個函數，有一個不動點為 123。 

           因此，我們得到下面的定理。 

【定理二】：若任給一個 nngkn k =∋∃⇒Ν∈ )( 。 

           證明： ∏
−

=

−+=
1

0

1)1()(
m

i
ianf ， 

已知 nnf ≤)( （原作者找出的定理） 0)( ≥−⇒ nfn  

令 knfn =− )( ， { }0∨Ν∈k  

-12- 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

)(
)(
ngn

knfn

k=⇒
+=⇒

  故得證＃ 

………………………………………………………………………………………………………… 

以下是 )(~)( 301 ngng 的不動點 kB ： 

           由＜定理二＞得到下面定理三與定理四的靈感： 

           ＜定義＞ kBU ：所有 )(ng k 型的不動點所構成的集合。 

【定理三】 Ν=kBU  （ { }0∪Ν∈k ）。 

           證明： Ν∈∀ n ， k∃ 使得 nng k =)(   (根據＜定理二＞) 

∴ kBn U∈     即 kBnn U∈⇒Ν∈  ∴
kBU⊂Ν  

又 Ν⊂kBU    ∴ Ν=kBU      故得證＃ 
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 【定理四】：所有不動點 n皆對應到唯一的 k值，使得 nng k =)(  

即 2121
kkBxBx kk =⇒∈∧∈ 。 

證明：利用反證法  設 )()(
21

xgxxg kk == （ 21 kk ≠ ）成立 

 21 )()( kxfkxf +=+⇒   21 kk =⇒ …矛盾      故得證＃ 

       【定理五】：任意截取 )(ng k 循環點，則此段（ 2≥l ）不可能出現在別的循環點中。 

 證明：利用反證法  假設 21 kk = ，又 1k 的某個循環點為（ LL ,,,,1 ji nnn ） 

)()(
21 ikjik ngnng ==⇒ 21 )()( knfknf ii +=+⇒  

（ )(nf 為原作者的函數） 21 kk ≠⇒  …矛盾 ∴ jik nng ≠⇒ )(
2

＃ 

2. 遞增點的研究 

【定理六】：若 xxgk ≥)( ，則 xxg nk >+ )(  )( Nnx ∈∧  

證明： ∏
−

=

+−+=
1

0
1)1()(

m

i
ik kaxg ，當 xxgk ≥)( ， 

則 ∏
−

=
+ ++−+=

1

0
1)1()(

m

i
ink nkaxg nka

m

i
i ++−+= ∏

−

=

]1)1([
1

0

 

                             nxg k += )( nx +=  x>    故得證＃ 

※註：即表示若是 kB 或 kV 的元素，則必為 nkV + 的元素（見下圖）。 
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            【定理七】： U
1

0

−

=

=
k

i
ik BV  

              證明：根據＜定理六＞，若 nng k ≥)( ，則 nng k >+ )(1 1+⊂∪⇒ kkk VBV  

且又若 nng k >+ )(1 ，則 nng k ≥)( kkk BVV ∪⊂⇒ +1  

故 kkk BVV ∪=+1     而其中 01 BV =    

                    10211 BBVBV ∪==∪⇒  

                    210322 )( BBBVBV ∪∪==∪⇒  

                    ………⇒ U
1

0

−

=

=
k

i
ik BV ＃ 

         由此結果得知，當 ∞→k 時的 kV 會等於 kBU ，根據＜定理三＞知 Ν=kBU ， 

則此 kV 包含整個正整數系 N，即表示 Ν=
∞→

k
k

Vlim 。 

※註：作者的函數無遞增點的存在，即當 0=k 時， φ=0V 。 

小結：故 )(ng k 函數的 kV 多寡是與它的 k值有關，k值越大， kV 的元素越多。 

3. 遞減性的研究 

【定理八】： kVn ∈∀ nng k ≤∋ )( 。 

證明：設
i

m

i
ian 10

1

0
⋅= ∑

−

=

為 m位數字，令 kang
m

i
ik +−+= ∏

−

=

1)1()(
1

0

， 

1
1 10 −

− ⋅−= m
mann    假設 nng k ≤)( 在 m - 1位數時成立，則 m位數時 

kang
m

i
mk +−+= ∏

−

=
− 1)1()(

1

0
1 kaa

m

i
im +−++= ∏

−

=
− 1)1()1(

2

0
1  

kknga km +−−++= − 1)1)()(1( 1  

kkna m +−−++≤ − 1)1)(1( 1  

1
1111 10 −

−−−− ⋅−+⋅−+⋅= m
mmmm anakaan  

)101( 1
1

−
− −−++= m

m knan n<    (Q 0)110( 1 ≤−− −mn ） 

                 ∴ nng k ≤⇒ )( （等式成立與 kB 有關） 故得證＃ 
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三、 )(np k 的研究 

（一）不動點與 k值的關係 

∏
−

=

−+=
1

0

)()(
m

i

m
ik kkanp  

0
01

2
2

1
1 10101010 ×+×++×+×= −

−
−

− aaaan m
m

m
m L  

          對於 )(npk 函數，我們首先探討 k值在什麼情況下會有不動點，確定討論的範圍。 

          ※註：對於 )(npk 的 kB 不探討 n為個位數之情形，因為一位數字皆為不動點。 

1. 二位數字 

           設 ab為十位數字 a，個位數字 b的二位數字， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， 

           { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈b ，則 

           nbakkbkanp k =+=−++= 10))(()( 2  

           )10()1( kakbab −=−+⇒ ……○1  

           我們發現：左式＝ 0)1( ≥−+ kab  

          ∴ ⇒≥− 010 k 10≤k  

           由○1 式可得 bbabak +−=+ )10()( ……  

           得知 0≥k 令 bbak +−=⇒= )10(00 ，使得右式為一正整數，左式為零，產生 

           矛盾，⇒ 0≠k  

           因此，我們知道二位數有不動點時 k的範圍為 101 ≤≤ k 。 

2. 三位數字 

           設 abc為百位數字 a，十位數字 b，個位數字為 c的三位數字， 

           { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧ cb ，則： 

           cbakkckbka ++=−+++ 10100))()(( 3 依上法又將此式整理成： 

           式一 )100()1()10()( 222 kakckbcabcabkabc −=−+−++++⇒  

           式二 cbbcacbakcabcabk ++−=+++++⇒ 10)100()()( 2  

           得到了三位數 k的範圍： 101 ≤≤ k ，與二位數居然有異曲同工之妙。 

3. 四位數字 

           設 abcd為千位數字 a，百位數字 b，十位數字為 c，個位數字為 d的四位數字， 

           { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧∧ dcb ，則： 

           dcbakkdkckbka +++=−++++ 101001000))()()(( 4  
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           式一 )()( 2 cdbdbcadacabkacdabdbcdabckabcd ++++++++++⇒  

    )1000()1()10()100( 3333 kakdkckb −=−+−+−+  

           式二 )()( 2 cdbdbcadacabkacdabdbcdabck +++++++++⇒  

    dcbbcdadcbak +++−=++++ 10100)1000()(3  

           同理，亦得到了一個意料中的答案 101 ≤≤⇒ k 。 

4. m位數字 

           有了之前的基礎，我們推導至 m位數： 

           設一 m位數為 01321 aaaaa mmm L−−− ，我們發現它產生不動點的關鍵在使得： 

           式一 0)10( 11
1 ≥−⇒ −−

−
mm

m ka 。 

           ∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma    ∴ 010 11 ≥− −− mm k  ⇒ 10≤k  

           式二 0)()()(
1

0

1

10

1

02
1

0

1

0

21 21

>++
⋅

+⇒ ∑∑
∏

∑
∏ −

=

−

−≤<≤

−

=
−

=

−

=
m

k
k

m

mkk kk

m

i
im

k k

m

i
i

ak
aa

a
k

a

a
k L  

           ∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0, 032 ∈−− aaa mm L      ∴ 1≥k  

小結：當 )(np k 函數產生不動點時，其 k值的範圍必在 101 ≤≤ k 的情況（個位數不在討論內）。 

※在得出了 k的範圍後，我們針對不同的 k值作討論。 

5. 1p 型 

   )(1 np                                  nnp =)(1  

 

 

 

在 y=x直線上的點為 

不動點 

 

 

 

 

 

n  
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（Ⅰ）三位數 

設 abc為一個以 a為百位數字，以 b為十位數字，以 c為個位數字的三位數 

              abc，則： 

ncbacbanp =++=−+++= 101001)1)(1)(1()(1  

⇒ bcbcbbca −=−++ 9)99(  

由於 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧ cb  

由觀察得知  

099 ≤−++ cbbc  

  09 ≥− bcb  

要使等式成立的條件為 0999 =−=−++ bcbcbbc  

由 099 =−++ cbbc 可解出 9== cb ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ＃                            

………………………………………………………………………………………………………… 

（Ⅱ）四位數 

設 n為一個以 a為千位數字，以 b為百位數字，以 c為十位數字，以 d為個

位數字的四位數 abcd，則： 

ndcbadcbanp =+++=−++++= 1010010001)1)(1)(1)(1()(1  

bcdcdbdbccbdcbcdbdbcbcda −−−−+=−++++++⇒ 999)999(  

由於 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧∧ dcb  

由觀察得知 

0999 ≤−++++++ dcbcdbdbcbcd  

        0999 ≥−−−−+ bcdcdbdbccb  

要使左右兩式相等的條件為

0999999 =−−−−+=−++++++ bcdcdbdbccbdcbcdbdbcbcd  

由 0999 =−++++++ dcbcdbdbcbcd 可解出 

9=== dcb ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ＃ 

………………………………………………………………………………………………………… 

（Ⅲ）m位數 

設 n為一個以 1−ma 為 m位數字， 2−ma 為 m - 1位數字，……， 0a 為個位數字
的 m位數 021 aaa mm L−− ，則定義： 

∑ ∑
∏

∑
∏

∏
−≤<≤

−

=

−

=
−

=

−

=
−

=

++
⋅

++=
20

2

0

2

0
2

0

2

0
2

0 21 21mkk

m

k
k

kk

m

i
im

k k

m

i
im

i
i a

aa

a

a

a
a Lα      

∑
−

=

⋅=
2

0
10

m

k
k

k aβ  

則依 nnp =)(1 得到 )()110( 1
1 αβα −=+− −

−
m

ma  

            0110 1 ≤+− −mα ……○1  

              若能證明   0≥−αβ ……○2  
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              則左右兩式相等的條件為 0110 1 =−=+− − αβα m  

其中 max
1 110 αα 為−= −m 的情況 

∴ 9032 ==== −− aaa mm L 為唯一解，而 { }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma 。 

              以下是我們的證明： 

＜法一＞ 

○1 ∑ ∑
∏

∑
∏

∏
−≤<≤

−

=

−

=
−

=

−

=
−

=

++
⋅

++=
20

2

0

2

0
2

0

2

0
2

0 21 21mkk

m

k
k

kk

m

i
im

k k

m

i
im

i
i a

aa

a

a

a
a Lα 中 

11
1

31
3

21
2

1 9999 ⋅++⋅+⋅+≤ −−−

−
−−

−
− CCC mmm

m
mm

m
m Lα  

+⋅++⋅+⋅+= −−−

−
−−

−
− 11

1
31

3
21

2
1 9999 CCC mmm

m
mm

m
m L 1901

0 −⋅−Cm
 

110 1 −= −m    ∴ 110 1 −≤ −mα   ⇒ 0110 1 ≤+− −mα  

○2 過濾網的想法： 

              （Ⅰ）先將α中含有 2−ma 的項集合在一起。 

              （Ⅱ）再將剩餘中含有 3−ma 的項集合在一起 

（Ⅲ）依次過濾之。 

我們將α拆解成 

][ 2−= ma各項中均有α ][ 3−+ ma各項中均有 +…… 0a+  

                提出共同項後得： 

)1(
3

0

3

0

3

0
3

0
2 ∑∑

∏
∏

−

=

−

=

−

=
−

=
− ++++=

m

k
k

m

k k

m

i
im

i
im a

a

a
aa Lα  

)1(
4

0

4

0

4

0
4

0
3 ∑∑

∏
∏

−

=

−

=

−

=
−

=
− +++++

m

k
k

m

k k

m

i
im

i
im a

a

a
aa L  

)1(
5

0

5

0

5

0
5

0
4 ∑∑

∏
∏

−

=

−

=

−

=
−

=
− +++++

m

k
k

m

k k

m

i
im

i
im a

a

a
aa L  

… 

… 

0a+  

括弧中以二項式定理求出最大值： 
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)9999( 02

0
42

4
32

3
2

2 ⋅++⋅+⋅+≤ −−−

−
−−

−
−

− CCC mmm

m
mm

m
m

ma Lα  

)9999( 03

0
53

5
43

4
3

3 ⋅++⋅+⋅++ −−−

−
−−

−
−

− CCC mmm
m

mm
m

m
ma L  

)9999( 04

0
64

6
54

5
4

4 ⋅++⋅+⋅++ −−−

−
−−

−
−

− CCC mmm
m

mm
m

m
ma L  

… 

0a+  

0
4

4
3

3
2

2 101010 aaaa m
m

m
m

m
m ++⋅+⋅+⋅≤ −

−
−

−
−

− Lα  

                ∑
−

=

⋅≤⇒
2

0
10

m

k

k
kaα   βα ≤⇒    ⇒ 0≥− αβ  

  由於這種寫法α過於冗長，因此我們嘗試找出更簡潔的寫法。 

＜法二＞ 

定義： 1)1(
2

0
−+= ∏

−

=

m

i
iaα  及 ∑

−

=

⋅=
2

0
10

m

k
k

k aβ  

○1 0110 1-m ≤+−α 010)1( 1-m
2

0
≤−+⇒ ∏

−

=

m

i
ia  

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0, 032 ∈−− aaa mm KQ    1
2

0
10)1(1 −

−

=
≤+≤∴ ∏ m

m

i
ia  

010)1( 1-m
2

0
≤−+∴ ∏

−

=

m

i
ia    ⇒ 0110 1 ≤+− −mα  

○2 一樣用過濾網的想法，我們將α拆解成： 

][ 2−= ma各項中均有α ][ 3−+ ma各項中均有 +…… 0a+  

依次提出共同項得： 

1)1()1(
3

0

3

0
2 −+++= ∏∏

−

=

−

=
−

m

i
i

m

i
im aaaα  

1)1()1()1(
4

0

4

0
3

3

0
2 −+++++= ∏∏∏

−

=

−

=
−

−

=
−

m

i
i

m

i
im

m

i
im aaaaa  

1)1()1()1()1(
5

0

5

0
4

4

0
3

3

0
2 −+++++++= ∏∏∏∏

−

=

−

=
−

−

=
−

−

=
−

m

i
i

m

i
im

m

i
im

m

i
im aaaaaaa  
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0

5

0
4

4

0
3

3

0
2 )1()1()1( aaaaaaa

m

i
im

m

i
im

m

i
im +++++++= ∏∏∏

−

=
−

−

=
−

−

=
− LLL  

∵ 1

0

10)1( +−
−

=

≤+∏ sm
sm

i
ia 0

4
4

3
3

2
2 101010 aaaa m

m
m

m
m

m ++⋅+⋅+⋅≤⇒ −
−

−
−

−
− Lα  

                ∑
−

=

⋅≤⇒
2

0
10

m

k

k
kaα  βα ≤⇒  ⇒ 0≥− αβ  

∴當 k = 1時的 m位數字，不動點為 9991 L−ma 及個位數，其中     

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma ，恰與 1V 的集合相同，亦佔的比例 110
1

−= m 。 

  ※註：事實上 )()()( 01 ngnfnp == ，我們得到與原作者不同的證明途徑。 

6. 10p 型 

)(10 np                                  nnp =)(10  

 

 

 

在 y=x直線上的點為 

不動點 

 

 

 

 

                                                        n  

 

（Ⅰ）三位數 

設 n為一個以 a為百位數字，b為十位數字，c為個位數字的三位數 abc，則： 

ncbacbanp =++=−+++= 101001000)10)(10)(10()(10  

)999010()1010( cbbccbbca ++−=++⇒  

由於 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧ cb   由觀察得知 

01010 ≥++ cbbc  

          

0)999010( ≤++− cbbc  

要使左右兩式相等的條件為 0)999010(1010 =++−=++ cbbccbbc  

即知 0== cb ， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a  
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（Ⅱ）四位數 

設 n為一個以 a為千位數字，b為百位數字，c為十位數字，d為個位數字的

四位數 abcd，則： 

ndcbadcbanp =+++=−++++= 10100100010000)10)(10)(10)(10()(10

              )100100100101010( dcbcdbdbcbcda ++++++⇒  

                )10100100100999990900( bcdcdbdbcdcb ++++++−=  

由於 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈∧∧ dcb  

由觀察得知 

0100100100101010 ≥++++++ dcbcdbdbcbcd  

        0)10100100100999990900( ≤++++++− bcdcdbdbcdcb  

要使左右兩式相等的條件為 

dcbcdbdbcbcd 100100100101010 ++++++ 0=  

)10100100100999990900( bcdcdbdbcdcb ++++++−=  

由 0100100100101010 =++++++ dcbcdbdbcbcd 可解出 0=== dcb ，

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ＃ 

………………………………………………………………………………………………………… 

（Ⅲ）m位數 

設 n為一個以 1−ma 為 m位數字， 2−ma  為 m - 1位數字，……， 0a 為個位數字
的 m位數 021 aaa mm L−− ，則定義： 

1
2

0
10)10( −

−

=
−+= ∏ m

m

i
iaγ   及  k

m

k
ka 10

2

0
⋅= ∑

−

=

β  

同 )(1 np 的分析，若 nnp =)(10  

)10()(1 γβγ −=⇒ −ma  

我們希望得到以下結果 

0≥γ ……○1  

  

010 ≤− γβ ……○2  

              則 )10()(1 γβγ −=−ma 左右兩式相等的條件為 010 =−= γβγ  

∵ min0 γγ 為=  

∴ 0032 ==== −− aaa mm L 為唯一解 

又∵ 1−ma 不在γ 中    ∴ { }7,8,92,3,4,5,6,,11 ∈−ma  

              以下是我們的證明： 

○1 首先，用過濾網的想法將γ 展開 

1
3

0

3

0
2 10)10(10)10( −

−

=

−

=
− −+++= ∏∏ m

m

i
i

m

i
im aaaγ  

1
4

0

2
4

0
3

3

0
2 10)10(10)10(10)10( −

−

=

−

=
−

−

=
− −+++++= ∏∏∏ m

m

i
i

m

i
im

m

i
im aaaaa  
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0
2-m

5

0
4

2
4

0
3

3

0
2 10....)10(10)10(10)10( aaaaaaa

m

i
im

m

i
im

m

i
im +++++++= ∏∏∏

−

=
−

−

=
−

−

=
−

              

由於 { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0,,, 032 ∈−− aaa mm L  

又γ 的展開式中無負項 

∴ 0≥γ  

 

○2 我們知道γ 展開式的另一種型態為 

∑ ∑
∏

∑
∏

∏
−≤<≤

−

=

−

=
−

=

−

=
−

=

++
⋅

⋅+⋅+=
20

2

0

2-m

2

02
2

0

2

0
2

0 21 21

101010
mkk

m

k
k

kk

m

i
im

k k

m

i
im

i
i a

aa

a

a

a
a Lγ  

由於 k
m

k
ka 10

2

0
⋅= ∑

−

=

β  

而γ 展開式最後一項為 ∑
−

=

− ⋅
2

0

210
m

k
k

m a  

∵ { }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0,,, 032 ∈−− aaa mm L  

∴ β=⋅≥⋅ ∑∑
−

=

−

=

−
2

0

2

0

2 1010
m

k

k
k

m

k
k

m aa  

βγ
βγ
≥⇒

≥⇒
10

   ⇒ 010 ≤− γβ  

      所以當 k = 10時， )(10 np 的不動點為 0001 L−ma 及個位數，其中 

      { }9,8,7,6,5,4,3,2,11 ∈−ma 的形態＃ 

7. 小結 

與 )(1 np 、 )(10 np 相較之下， )(~)( 92 npnp 較缺乏規律性，所以基本上依然

用代數法求取其不動點。 

設 n為個位數 b，十位數 a的二位數字 ab， { }9,8,7,6,5,4,3,2,1∈a ，

{ }9,8,7,6,5,4,3,2,1,0∈b ， 

則  bakkbkannp k +=−++⇒= 10))(()( 2

10−+
−

=⇒
kb

bkba    

得到的結果請參考【數據十】，例如：k=2，
b

ba
−

=
8

，得 ab={14,36,77} 2B∈ 。 

      （二） )(npk 的增減性 

【定理九】：當 11≥k ，則 Ν∈∀n ， nnpk ≥)( （遞增函數）。 

證明：令 ∑
−

=
⋅=

1

0
10

m

k
k

k an  

-23- 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

m
mmk kkakakanp −++⋅+= −− ][][][)( 021 L

1
021 ][ −

−− ⋅++≥ m
mm kaaa L  

∵ nkaaa m
mm −⋅++ −

−−
1

021 ][ L  

)1010(][ 0
2

2
1

1
1

021 aaakaaa m
m

m
m

m
mm LL +⋅+⋅−⋅++= −

−
−

−
−

−−  

0)1()10()10( 1
0

21
2

11
1 ≥−++−+−⋅= −−−

−
−−

−
mmm

m
mm

m kakaka L  

當 11≥k nnpk ≥⇒ )( （個位數為其等式成立的條件），故得證＃ 

【定理十】：當 0=k ，則 Ν∈∀n ， nnp ≤)(0 。（遞減函數） 

證明： 0210 )( aaanp mm L⋅⋅= −−  

)1()1()1( 021021 +⋅+⋅+<⋅⋅ −−−− aaaaaa mmmm LL  

1)()(0 +<⇒ nfnp  

)()(0 nfnp ≤⇒    nnfnp ≤≤⇒ )()(0  

當 0=k nnp ≤⇒ )(0 （個位數為其等式成立的條件），故得證＃ 

小結：由上述兩定理可知： 

1.當 11≥k 時， )( np k 有下列性質： 

（1）遞增點：除了個位數外，其餘皆是。 

（2）不動點：即個位數。 

（3）循環點：只有不動點。 

（4）剔除個位數，則其餘皆為嚴格遞增函數。 

2.當 0=k 時， )( np k 有下列性質： 

（1）遞增點：沒有。 

（2）不動點：即個位數。 

（3）循環點：只有不動點。 

（4）剔除個位數，則其餘皆為嚴格遞減函數。 

 四、 )(ng k 及 )(npk 共同特性 

（一）共線性 

過程中我們發現了一個有趣的現象： )(ng k 及 )(np k 裡，在一個m位數字

021 aaa mm L−−
中，當 ia )1~0( −= mi 項之值為 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (但如果 1−= mi ，則

01 ≠−ma )，而其餘項皆為定值時，這些數字帶入函數於圖形上會共線。 

例：   ( ))300(,300 kg 、 ( ))301(,301 kg 、 ( ) ( ))309(,309)302(,302 kk gg K  10點共線 

       

         ( ))200(,200 kp 、 ( ))210(,210 kp 、 ( ) ( ))290(,290)220(,220 kk pp K  10點共線 

試分別說明之： 
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1. )(ng k  

將符合題意的 10個數字代入函數： 

○1 kaaaaang iimmk +−++++++= −+−− 1)1()1)(10)(1()1)(1()( 011210 LL  

○2 kaaaaang iimmk +−++++++= −+−− 1)1()1)(11)(1()1)(1()( 011211 LL  

… 

○10 kaaaaang iimmk +−++++++= −+−− 1)1()1)(19)(1()1)(1()( 011219 LL  

發現點 ( ))(,
11 sks ngn 與點 ( ))(,

22 sks ngn 連線之斜率可為 

1

2

0

10

)1(
−

−

=
∏ +

m

m

t
ta

 or i

i

t
t

m

it
t aa

10

)1()1(
1

0

1

1
∏∏

−

=

−

+=

+⋅+
 or 0

1

1

10

)1(∏
−

=

+
m

t
ta

 值皆相同 

∴ ( ))(, 00 ngn k ( ))(, 11 ngn k ( ))(, 22 ngn k ( ) ( ))(,)(, 9933 ngnngn kk K 10點共線 

2. )(npk  

將符合題意的 10個數字代入函數： 

○1 m
iimmk kkakakkakakanp −++++++= −+−− )())(0)(())(()( 011210 LL  

○2 m
iimmk kkakakkakakanp −++++++= −+−− )())(1)(())(()( 011211 LL  

… 

○10 m
iimmk kkakakkakakanp −++++++= −+−− )())(9)(())(()( 011219 LL  

發現點 ( ))(,
11 sks npn 與點 ( ))(,

22 sks npn 連線之斜率可為 

1

2

0

10

)(
−

−

=
∏ +

m

m

t
t ka

 or i

i

t
t

m

it
t kaka

10

)()(
1

0

1

1
∏∏

−

=

−

+=

+⋅+
 or 0

1

1

10

)(∏
−

=

+
m

t
t ka

 值皆相同 

∴ ( ))(, 00 npn k ( ))(, 11 npn k ( ))(, 22 npn k ( ) ( ))(,)(, 9933 npnnpn kk K 10點共線＃ 

由於有此性質，我們可以衍生出一種應用問題： 

Q：k為定值，若 30879)4179( =kp 、 45855)4579( =kp ，求 ?)4879( =kp  

A：想直接從 )(npk 數據求出 k值幾乎不可能，但我們知道 ( ))4179(,4179 kp 、 

( ))4579(,4579 kp 、 ( ))4879(,4879 kp 三點共線，因此我們可使用分點公式： 

57087
41794579
41794879)3087945855(30879 =

−
−

×−+  

因此，毋需求出 k值，亦可得出 57087)4879( =kp ＃ 
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（二）公比性（以下以 )(npk 作說明） 

以共線性作為基礎，我們也想到公比性的可能： 

【三位數的個位數字】 

n  )(3 np   

521 133 ○1  

522 173 ○2  

524 253 ○3  

524 413 ○4  

依數據來看，我們似乎是失敗了，但我們把這些數據兩兩相減，發現等比數

列果然存在於數據中。 

○2 －○1  40 

○3 －○2  80 

○4 －○3  160 

因此我們假設 abc、ab（cr）、ab（cr2）、ab（cr3）為四個以 a為百位數字，以 b

為十位數字，以 c、cr、cr2、cr3為個位數字的三位數，則： 

a. 3))()(( kkckbka −+++⇒ ……○1  

b. 3))()(( kkcrkbka −+++⇒ ……○2  

c. 32 ))()(( kkcrkbka −+++⇒ ……○3  

d. 33 ))()(( kkcrkbka −+++⇒ ……○4  

○2 －○1 ]))()([(]))()([( 33 kkckbkakkcrkbka −+++−−+++⇒  

            )1)()(( −++= rkbkac     

○3 －○2 ]))()([(]))()([( 332 kkcrkbkakkcrkbka −+++−−+++⇒  

            )1)()(( −++= rkbkacr  

    ○4 －○3

]))()([(]))()([( 3233 kkcrkbkakkcrkbka −+++−−+++⇒  

       )1)()((2 −++= rkbkacr  

⇒○4 －○3 r= （○3 －○2 ） 2r= （○2 －○1 ），公比性即為所求＃ 

     （三）費氏性 

  有共線性、公比性，我們更進一步聯想到費波那契數列，因此我們找了一組數據。 

-26- 

PDF created with pdfFactory trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

【三位數的個位數字】 

n  )(4 np   

451 296 ○1  

452 368 ○2  

453 440 ○3  

455 584 ○4  

458 800 ○5  

比照公比性，將其值兩兩相減，正是費波那契數列。 

○2 －○1  72 

○3 －○2  72 

○4 －○3  144 

○5 －○4  216 

因此我們假設 abc、abd，ab（c+d）、ab（c+2d）、ab（2c+3d）為五個以 a為百

位數字，以 b為十位數字，以 c、d、c+d、c+2d、2c+3d為個位數字的三位數，則： 

a. 3))()(( kkckbka −+++⇒ ……○1  

b. 3))()(( kkdkbka −+++⇒ ……○2  

c. 3))()(( kkdckbka −++++⇒ ……○3  

d. 3)2)()(( kkdckbka −++++⇒ ……○4  

e. 3)32)()(( kkdckbka −++++⇒ ……○5  

 ○2 －○1 ]))()([(]))()([( 33 kkckbkakkdkbka −+++−−+++⇒  

))()(( cdkbka −++= ……○6  

○3 －○2 ]))()([(]))()([( 33 kkdkbkakkdckbka −+++−−++++⇒  

))(( kbkac ++= ……○7  

○4 －○3 ]))()([(])2)()([( 33 kkdckbkakkdckbka −++++−−++++⇒  

))(( kbkad ++= ……○8  

○5 －○4

])2)()([(])32)()([( 33 kkdckbkakkdckbka −++++−−++++⇒
))()(( dckbka +++= ……○9 ⇒○6  + ○7  = ○8，○7  + ○8  = ○9，費波那契數列＃ 

※註： )(ng k 的過程與 )(npk 相同，相減後彼此的常數項皆會消掉，剩下亦是呈現

公比性與費氏性的特徵＃ 
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肆、討論及應用 

一、當 )(ng k
對稱函數丟入自然數 N時，所有自然數會重整。例如 )(1 ng 會使 N重組成兩個

形態：不動點 18及一個循環點； )(2 ng 會使 N重組成三種形態：不動點 17及 28和一
個循環點(5,7,9,11)； )(3 ng 會使 N重組成三種形態：不動點 16及二種循環點，像是用
整數除以 3得到三個餘數類子集合(為 0,1,2)。總之，對稱函數會將自然數 N重整為：
不動點與循環點。類似同餘的作用，產生分類的動作。如下圖： 

       g2                  N          17    28    (5,7,9,11) 

 

二、 )(1 ng 不動點只有 18的另一種證明方式：【幾何式】 

)(1 np                                )(1 ng  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

n                                     n  

由圖形看，我們知道 )(ng k 圖只是將 )(1 np 上移 k單位之後的產物，（ )(1 ng 即是

上移 1個單位）之前證明 )(1 np 不動點僅有個位數及 9991-m La 的形式，故上移 1個單

位後，此形式便為 )(1 ng 的遞增點了，而此時成為 )(1 ng 不動點的便是 98991-m La 。 

※ 註： 98991-m La 的首位數字 1−ma 與末位數字8必同時存在，所以決定是幾位數字 

的關鍵是兩者之間共有幾個 9。 

    因此   19991)999()999( 1-m1-m11-m1 +=+= LLL aapag  － ○1  

           

          . 98991)899()9899( 1-m111-m1 LLL aapag m =+= −  (不動點) － ○2  

   ○1 －○2 )9899()999( 1-m11-m1 LL agag −⇒  

        )9899()999( 1-m11-m1 LL apap −= 2=  

       由此可見當 )999( 1-m1 Lap 與 )9899( 1-m1 Lap 相差 2時（必要條件）， 98991-m La
為 )(1 ng 的不動點（充分條件）。             
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   而 )9899()999( 1-m11-m1 LL apap −  

     2)18()19)(19)(1()19()19)(19)(1( 11 =++++−++++= −− LL mm aa  

   
2)1(10

2)1(109)1(10

1
2

1
2

1
1

=+⇒

=+⋅−+⇒

−
−

−
−

−
−

m
m

m
m

m
m

a
aa

   2=⇒ m 且 11 =−ma   (唯一解) 

   可見 n只能是二位數字，且此數為 18＃ 

三、嘗試找出 )(ng k 和 )(npk 中與原作者 )(nf 函數五個定理相同的結果，卻發現 k的出現，

使得循環點成為新的問題，而在 )(1 ng 及 )(2 ng 的二位數中，循環點中若出現「兩次以

上進位成十位數」的現象，雖有 akdc =+−++ 1)1)(1( 作為工具，但像在 )(3 ng 中，

此式便不實用了，研究顯示，十位數的排列順序並無一定規則，也非以等差數列的形

式循環，且隨著 k值增加，相信循環點的變化必更為複雜，故推至m位數字便出現了
困難，這是未來還可繼續研究的課題。 

四、本文內容回答Morrow教授所提到的問題，並因為 )()()( 10 npngnf == 同時也發展出一

些新的分析工具和研究成果。 

五、對於 )(~)( 92 npnp 的部份，發現它們較無規律性及一般性，研究結果在附錄【數據十】。 

六、 )(ng k 及 )(npk 這兩類對稱函數具有共同的特性－共線性、公比性及費氏性。 

七、對稱函數之後續研究，可考慮將視野放至多項函數、三角函數（周期函數）或其它 

簡單函數，作為對照與比較。 

 

伍、結論 

一、不動點的結論： 

(一)定理二：若任給一個 nngkn k =∋∃⇒Ν∈ )( 。表示任何一個自然數 n必屬於

某一個 )(ng k
的不動點。 

(二)定理三：所有 )(ng k 不動點所構成的集合為全體自然數，即 Ν=∪ kB 。 

     (三)定理四：所有不動點 n皆對應到唯一的 k值，即 2121
kkBxBx kk =⇒∈∧∈ 。 

     (四) )(npk 中，在 101 ≤≤k 存在不動點， 0=k 呈遞減、 11≥k 呈發散(剔除個位數的情況)。 

     (五) )(1 np 的不動點必為 9991 L−ma 的形式。 

     (六) )(10 np 的不動點必為 0001 L−ma 的形式。 
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二、循環點的結論： 

  (一)定理五：任意截取 )(ng k 循環點一段，則此段（ 2≥l ）不可能出現在別的循環點中。 

三、遞增遞減性的結論： 

  (一)定理一：在 )(1 ng 型中， x不為個位數時，若 1Vx ∈ ⇔ 9991 L−= max 的形式。 

(二)定理六：若 xxgk ≥)( ，則 xxg nk >+ )(  )( Nnx ∈∧  

    (三)定理七： U
1

0

−

=

=
k

i
ik BV 。k決定了集合之間的關係。 

    (四)定理八： kVn ∈∀ nng k ≤⇒ )( 。表示 )(ng k
必會收斂。 

 (五)定理九：當 11≥k ，則 nnpk ≥)( （遞增函數）。 

 (六)定理十：當 0=k ，則 nnp ≤)(0 （遞減函數）。 

(七) )(ng k 的遞增的數 kV 集合元素個數會隨著 k值增大而增加。 

並且由定理七可推知： Ν=
∞→

k
k

Vlim 。 

   四、表格整理： 

k )(ng k
 L 循環長度 Vk Bk  循環點型態 

0 )(0 ng  1 空集合 a...99 none 

1 )(1 ng  1,9 B0 18 (2,3,4,5,6,7,8,9,10) 

2 )(2 ng  1,4 B0 ∪B1 17,28 (5,7,9,11) 

3 )(3 ng  1,3,5 B0 ∪B1 ∪B2 16,38 (4,7,10)及(6,9,12,8,11) 

4 )(4 ng  1,2 B0 ∪B1 ∪ .... ∪B3 15,27,48 (7,11) 

5 )(5 ng  1,2,6 B0 ∪B1 ∪ .... ∪B4 14 (19,24)及(6,11,8,13,12,10) 

五、在過程中，藉由數學歸納法、二項式定理的數學工具和 V.B.電腦語言協助，探索出有

關對稱函數一些深刻的性質。這兩型對稱函數每個位數的地位都是相同的！正是此函

數的迷人之處，由內層不易觸摸，擴展至可臆測的結局，有天真的期待、浪漫的幻想，

渴望地知道其隱含的意義，觸動年少熱情，從生澀到熟練，雖有掙扎、曲折顫抖，但

其中的學習、成長與一項定理或問題的解決，那份悸動與興奮著實令人陶醉歡愉！ 
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附錄 

 

【數據二】 

)(2 ng 的循環長度有 1和 4 
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【數據三】 

)(3 ng 的循環點與不動點 

 

【數據四】 

)(4 ng 的循環點與不動點 
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【數據五】 

)(5 ng 的循環長度(循環點) 

 

【數據六】 

)(6 ng 的循環長度(循環點) 
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【數據七】 

)(2 np 的循環點與不動點 

 

【數據八】 

)(3 np 的循環點與不動點 
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【數據九】 

)(4 np 的循環點與不動點 

 

 

【數據十】 

)(np k 的不動點 
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研究流程圖 

 

                                         遞增點 Vk(為遞減性作準備) 

                            gk                       不動點 Bk及循環長度 

                                         遞減函數(循環點的成因) 

                                            不動點與 k的範圍 

開始                          pk               

                                             增減性的研究 

                                           共線性 

                          共同特性         公比性 

                                           費氏性 
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