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共點圓、共圓點 

一、研究動機： 
   在一場關於幾何的演講中，我聽到了一個非常有趣的東西。那就是四條兩兩交

一點直線(不存在有三線交一點、不存在有平行線組)，所有任三條直線構成的三角

形其外接圓相交於一點，於是便繼續觀察五條直線，是否有某種特別的性質。 

 

二、研究目的： 
   觀察知道在完全四邊形(Complete Quadrilateral)中，四個三角形的外接圓會共點

P，我稱其為限制點(Restricted Point)。而將其推廣至多條兩兩交一點直線(不存在

有三線交一點、不存在有平行線組)。加入新的一條直線，找尋任意完全四邊形的

限制點 P，再度形成四個不同的完全四邊形的限制點，而這些點發現其又會共圓，

稱其為一限制圓(Restricted Circle)。而再加入新的一條直線，找尋所有的限制圓，

又發現會共點。本篇報告的目的在探究這種關係，並試圖加以證明。 
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三、研究過程： 

(一) 定義 

(1) 符號之意義 

n(G)為 G集合的元素個數；G表示為 G的補集(S−G)。 

(2) 完全四邊形 Complete Quadrilateral 

四條相異的兩兩交一點直線，任三線不交於一點、不存在有平行線組，

如圖(一)，而由所有相交的六點所決定的便是完全四邊形。 
 
 
 
 

圖(一) 
 

(3) 限制點及限制圓 Restricted Point & Restricted Circle 

直線數用 n表示，n≥4。 
藉由觀察可以發現在完全四邊形中，任三條直線構成的三角形，有

44
3 =C 個三角形，其外接圓有共點 P4，稱此點 P4為 n=4 的限制點。 

若再加入新的一條直線，不存在有三線交一點、不存在有平行線組的情

況，即 n=5，根據上述的說明，任四條直線可決定一個限制點，所以有

55
4 =C 個限制點，若此 5 個限制點會共圓，稱此圓 C5為 n=5 的限制圓。 

 
所以定義：n∈N，n≥4 
○1 當 n為偶數，若存在有限制圓 Cn-1，且 n個限制圓共一點，則稱此共

點為限制點 Pn。 
○2 當 n為奇數，若存在有限制點 Pn-1，且 n個限制點共一圓，則稱此共

圓為限制圓 Cn。 

(4) n∈N，n≥4 時，n條直線內，小於 n的直線數的限制點及限制圓 

有 n條直線，將直線編號從 1 至 n，令 S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , }。 

若已知所有小於 n的直線數都有限制點或限制圓。 

n(G)= j，j<n。當一個限制圓 Cj由 G的直線決定。 niNik kk ≤∈∀ ,, ，
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}...,{
21 jniii aaaG

−
= ，稱其為

jniii aaaC −− ...21
，亦可寫成如：

jniiii aaaaC −− ...312
、

jniiiii aaaaaC −− ...4213
…等形式，皆表示不為這些直線組成。 

n(H)=t，t<n，當一個限制點 Pt由 H的直線決定， niNik kk ≤∈∀ ,, ，

}...,{
21 tniii aaaH

−
= ，稱其為

tniii aaaP −− ...21
。 

(5) 編號定義的增廣 

○1 j<k，定義編號 j,k的直線交點為 Pjk。 
○2 將兩條直線的交點 Pjk視為由此兩條線決定的“限制點”。 
○3 將三條直線的三交點外接圓視為由此三條線決定的“限制圓”。 

(6) 方向角 

由於希望能夠證明圓共點、點共圓的性質，本篇採取的方法是用圓的性

質─當兩角相等或互補時即為共圓，而藉由觀察得知，在不同情況時，

有時角度是相等，有時角度是互補，而且難以看出這兩種情況是在什麼

樣的條件下成立。所以本篇引用了方向角。 
定義方向角∠ABC： 
為 BA轉至 BC所需的角度，以逆時針

方向為正。 
如圖(二)、圖(三)所示， 
∠ABC= 0>θ ，則∠CBA= 0<−θ  

 

我們要求 k∈Z，當θ =ϕ ±kπ，為了證明

方便，我們將θ 和ϕ視為相同。 
如圖(四)所示，由直線 BA轉至直線 BC
所需的角度可以是 60°，也可以是−120°。 
我們得到： 

60°= −120°+180° 或 60°−180°= −120°。 
則把 60°和−120°視為相同。 

這個式子的意義在於旋轉的效果，即一條線旋轉 60°和旋轉−120°，最後

所在的位置是相同的，旋轉後的線和其他的直線夾角關係只要是原先的

直線旋轉相同的方向角，如：−120°、60°、240°…，就能有一樣的夾角

關係。 
 
 

圖二

θ
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C

圖三
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C
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(二) 定理 

S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , } 

(1) 定理 1： 

n≥2，所有小於 n的直線數都有限制點或限制圓⇔存在 Cn-1或 Pn-1 
[證明] 
“⇒”顯然成立。 
“⇐”直線數為 2 顯然有限制點，直線數為 3 顯然有限制圓。又已知存在

Cn-1或 Pn-1，而 Cn-1或 Pn-1存在的充分必要條件之一為 Pn-2或 Cn-2存在。

藉由數學歸納法易知 n≥2，所有小於 n的直線數都有限制點或限制圓 

(2) 定理 2： 

j<n，有 }...,{
21 jiii aaaG = , }...,{

21 njj iii aaaG
++

= ，使
ki
a = kb ， 

則
njj bbbC ...21 ++− 其上有

njj bbbbP 211 ... ++− ,
njj bbbbP 212 ... ++− …

njjj bbbbP 21 ... ++− 等 j個限制點。 

 
[證明] 

由定義(3)，
njj bbbC ...21 ++− 是被以 G的元素為編號的直線決定。 

由定義(3)，
njji bbbbP 21 ... ++− 是被以 G/{bi}的元素為編號的直線決定。 

∀ i∈N, i=1,2…j 
由定義(2),知道定理 2 成立。 
 
進一步，我們可得到定理 2-1： 

j<n，有 }...,{
21 jiii aaaG = , }...,{

21 njj iii aaaG
++

= ，使
ki
a = kb ， 

則
njj bbbP ...21 ++− 為

njj bbbC ...32 ++− ,
njj bbbC ...31 ++− …

121 ... −++− njj bbbC 等(n-j)個圓的共點。 

 
[證明] 

由定理 2，
njj bbbC ...32 ++− 其上有

nj bbbP ...21 +− 、
nj bbbP ...22 +− 、…

njj bbbP ...21 ++− 。 

同理，
njj bbbC ...31 ++− 上有

njjj bbbbP ...312 +++− (
njj bbbP ...21 ++− )…

121 ... −++− njj bbbC 上有
njj bbbP ...21 ++− 。 

所以
njj bbbP ...21 ++− 為

njj bbbC ...32 ++− ,
njj bbbC ...31 ++− …

121 ... −++− njj bbbC 等(n-j)個圓的共點。 
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(3) 定理 3： 

t<n，有 }...,{
21 tiii aaaH = , }...,{

21 ntt iii aaaH
++

= ，使
ti
a = tb， 

則
ntt bbbP ...21 ++− 其上有

ntt bbbbC ...211 ++− ,
ntt bbbbC ...212 ++− …

nttt bbbbC ...21 ++− 等 t個限制點。 

 
[證明] 

由定義(3)，
ntt bbbP ...21 ++− 是被以 H的元素為編號的直線決定。 

由定義(3)，
nttr bbbbC ...21 ++− 是被以 H/{br}的元素為編號的直線決定。 

∀ r∈N, r=1,2…t 
由定義(2),知道定理 3 成立。 
 
進一步，我們可得到定理 3-1： 

t<n，有 }...,{
21 tiii aaaH = , }...,{

21 ntt iii aaaH
++

= ，使
ti
a = tb， 

則
ntt bbbC ...21 ++− 其上有

ntt bbbP ...32 ++− ,
ntt bbbP ...31 ++− …

121 ... −++− ntt bbbP 等(n-t)個限制點。 

 
[證明] 

由定理 3，
ntt bbbP ...32 ++− 在

ntt bbbbC ...321 ++− ,
ntt bbbbC ...322 ++− …

nttt bbbbC ...321 +++− 上。 

同理，
ntt bbbP ...31 ++− 在

nttt bbbbC ...312 +++− (
ntt bbbC ...21 ++− )上…

121 ... −++− ntt bbbP 在
ntt bbbC ...21 ++− 上。 

所以
ntt bbbC ...21 ++− 其上有

ntt bbbP ...32 ++− ,
ntt bbbP ...31 ++− …

121 ... −++− ntt bbbP 等(n-t)個限制點。 

(4) 定理 4：方向角性質 

○1 方向角相等的涵義：∠ABC=∠ADC⇔ A、B、C、D共圓 
[證明] 
(a) B,D於 AC異側 

  
 
 

∠ABC=∠ADC⇔互補關係，A、B、C、D共圓 
 
 

         圖(五) 

∠ADC

∠ABC

A

C

B

D
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C

B A

D
E

(b) B,D於 AC同側 
 
   
   

∠ABC=∠ADC⇔對同弧關係，A、B、C、D共圓 
 
   

圖(六) 
所以∠ABC=∠ADC⇔ A、B、C、D共圓 

○2 遞移律：∠ABC=∠CDE，∠CDE=∠FGH⇒∠ABC =∠FGH 
[證明] 
Let ∠CDE=x 
由定義(5)，∠ABC=∠CDE⇒∠ABC=x+kπ (k∈Z) 
再由定義(5)，∠CDE=∠FGH⇒∠FGH=x+tπ (t∈Z) 
則∠ABC=∠FGH+(k−t)π ((k-t)∈Z)，由定義(5)，∠ABC =∠FGH成立。 

○3 (∠X，+)：∠ABC+∠CBD=∠ABD 
[證明] 
(a) D點在∠ABC外 

 
 

∠ABC+∠CBD=∠ABD 
 
 

圖(七) 
(b) D點在∠ABC中 

 
 

∠ABC+∠CBD=∠ABC−∠DBC=∠ABD 
 

圖(八) 
減法運算視為加法的反運算。 

○4 三角形內的方向角和：∆ABC中，∠ABC+∠BCA +∠CAB=0 
[證明] 
如圖(六)，作 CD//AB，延長 AC，在 AC上靠近 C取一點 E(A,E異側)。 
∠ABC+∠BCA +∠CAB 
=∠DCB+∠BCA +∠ECD 
=∠ECA(定理 8)=0 

                                                   圖(九) 

B
A

CD

B A

C D

∠ADC
∠ABC

A

B

C

D
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(三) n=4 
如圖(十)，令 C-1與 C-4的交點除了 P23外，還有一點 F。 

連接 13FP 、 23FP 和 34FP 。 

4

3

2

1

F

P24P34

P14

P23

P12

P13

 
圖(十) 

[證明] 
以下採用了定理 4─方向角性質 
由共圓關係，我們有∠P24FP23=∠P24P34P23 , ∠P23FP12=∠P23P13P12 
因此∠P24FP12=∠P24FP23+∠P23FP12 

=∠P24P34P23+∠P23P13P12 

=∠P14P34P13+∠P34P13P14(∵P12-P13-P14) 
= −∠P13P14P34 
=∠P34P14P12 

=∠P24P14P12 
 
所以 P24、F、P12、P14共圓，亦即 F在∆P12P14P24的外接圓 C-3上。 
同理可證，F存在 C-2上。 
 
根據定義(2)(4)，F即為限制點 P4。 
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(四) n=5 

如圖(十一)，令 P-1、P-2 與 P-3的外接圓為 C。連接 52 −− PP 、 53 −− PP 、 12 −− PP 、

13 −− PP 、 514 −PP 、 324 −PP 、 234 −PP 和 145 −PP 。作 C-12、C-13、C-35、C-25。 

C-35

C-13

C-25

C-12

4

2

1

5

3

P-5

P-4
P-3

P-2

P-1

P34

P14

P45

P24

P25

P12

P13

P15

P35

 
圖(十一) 

[證明] 
以下採用了定理 4─方向角性質 
由共圓關係，我們有∠P-3P-1P45=∠P-3P24P45=∠P-3P-5P14 , 
∠P14P-5P-2=∠P14P34P-2和∠P45P-1P-2=∠P45P34P-2 
因此∠P-3P-5P-2=∠P-3P-5P14+∠P14P-5P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P14P34P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P45P34P-2 

=∠P-3P-1P45+∠P45P-1P-2 

=∠P-3P-1P45−∠P-2P-1P45 

=∠P-3P-1P-2 
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所以 P-3、P-5、P-2、P-1共圓，亦即 P-5在圓 C上。 
同理可證，P-4也在圓 C上。 
 
根據定義(2)，圓 C即為限制圓 C5。 
 
由於證明過程中，將所有直線與點畫出與否對於證明並無太大的影響，所

以我們只要畫出跟證明有關的線與圓即可，如圖(十二)。簡圖對於推導一

般情形的結果較有用處。 

C-35

C-13

C-25

C-12

4

P-5 P-2

P-1

P34

P14

P45

P24

 
圖(十二) 
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(五) n=6 
如圖(十三)，為求方便，點與圓的命名省略前面的 P和 C。在圖(十三)上做

輔助線來證明過於複雜混亂，所以就用簡圖來作 n=6 之證明。 

C-6

C-3

C-5

C-4

C-1

C-2

6

5

4 3
2

1
F6

P-36

P-56

P-35

P-46

P-34
P-15

P-16

P-13 P-14

P-26 P-23P-25
P-24

P-12

 
圖(十三) 

C-134

C-234

C-123C-124

C-2C-1

P-34

P-1234

F

P-12

P-23

P-13

P-14

P-24

 
圖(十四) 

如圖(十四)，先做出 C-2、C-1。由定理 2，P-12、P-23和 P-24必在同ㄧ圓 C-2

上，同理，P-12、P-13和 P-14必在同ㄧ圓 C-1上，做 P-1234，再次用定理 2 知

道，P-1234在 C-123、C-124、C-134和 C-234上。所以做 C-123、C-124、C-134和 C-234，
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又由定理 3-1，所以 C-123上有 P-12、P-23、P-13，其餘同理。令 C-2、C-1的交

點除了 P-12外，另一交點為 F。 

連接 12−FP 、 13−FP 、 23−FP 、 1314 −− PP 、 123414 −− PP 、 1214 −− PP 、 2334 −− PP 、 1334 −− PP 、

123434 −− PP 、 2324 −− PP 、 1224 −− PP 和 123424 −− PP 。 

[證明] 
以下採用了定理 4─方向角性質 
由共圓關係，我們有∠P-23FP-12=∠P-23P-24P-12 , ∠P-13FP-12=∠P-13P-14P-12 , 
∠P-23P-24P-1234=∠P-23P-34P-1234 , ∠P-1234P-24P-12=∠P-1234P-14P-12 
和∠P-13P-14P-1234=∠P-13P-34P-1234 
 
因此∠P-23PP-13=∠P-23FP-12−∠P-13FP-12 
=∠P-23P-24P-12−∠P-13P-14P-12 

=∠P-23P-24P-1234+∠P-1234P-24P-12−∠P-13P-14P-1234−∠P-1234P-14P-12 

=∠P-23P-34P-1234−∠P-13P-34P-1234 

=∠P-23P-34P-13 

 
所以 P-23、F、P-13、P-34共圓。 
由於 P-23、P-34和 P-13在 C-3上，所以 F亦在 C-3上。 
同理可證，F亦在 C-4、C-5和 C-6上。 
 
根據定義(2)，F即為限制點 P6。 
 

(六) n=2k , k 3≧  
n=2 的結果顯然，n=4 的證明已在之前證得。 
在關於 n=6 的證明中，我們可以採用簡圖（十四）來證明所有 n=2k的結

果，因為當 n 6≧ 時，必定能夠在圖形裡找到圖(十四)中所有的點與圓。 
[證明] 
假設 Cn-1存在，由定理 1，可以知道 n≥2，所有小於 n的直線數都存在限

制點或限制圓。採用 n=6 的証明，可得到 P-23、F、P-13、P-34共圓，由於

P-23、P-34和 P-13在 C-3上，所以 F亦在 C-3上。同理可證，F亦在 C-4、C-5…C-n

上。根據定義(2)，F即為限制點 Pn。 
 
所以當 Cn-1存在時，必存在限制點 Pn。 
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(七) n=2k+1 
n=3 的結果顯然，n=5 的證明已在之前證得。而當存在 Pn-1時，藉由定理 1
可以得知 n≥2，所有小於 n的直線數都存在限制點或限制圓。 
 
如圖(十五)，作 C-12、C-13、C-14、C-23、C-24、C-34。由定理 3，P-1是 C-12、

C-13、C-14的共同交點，其餘同理。由定理 2-1，C-12、C-13、C-23之共同交

點為 P-123，其餘同理。再次由定理 3 知道，P-123、P-124、P-134、P-234會共一

圓 C-1234。令 P-1、P-2與 P-3的外接圓為 C。 
 

連接 21 −− PP 、 41 −− PP 、 1241 −− PP 、 32 −− PP 、 1232 −− PP 、 43 −− PP 、 2343 −− PP 、 1244 −− PP 、 1344 −− PP 、

2344 −− PP 、 134234 −− PP 、 124134 −− PP 、 123124 −− PP 和 234123 −− PP 。 

C-34

C-24

C-23

C-1234

C-14

C-13

C-12

P-4

P-3

P-134

P-124

P-1

P-123

P-234

P-2

 
圖(十五) 
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[證明] 
有∠P-1P-2P-123=∠P-1P-124P-123 ,∠P-123P-2P-3=∠P-123P-234P-3 , 
∠P-123P-234P-134=∠P-123P-124P-134 ,∠P-134P-234P-3=∠P-134P-4P-3 , 
和∠P-1P-124P-134=∠P-1P-4P-134 
 
因此∠P-1P-2P-3=∠P-1P-2P-123+∠P-123P-2P-3 
=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-234P-3 
=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-234P-134+∠P-134P-234P-3 

=∠P-1P-124P-123+∠P-123P-124P-134+∠P-134P-4P-3 
= −∠P-123P-124P-1+∠P-123P-124P-134+∠P-134P-4P-3 

=∠P-1P-124P-134+∠P-134P-4P-3 
=∠P-1P-4P-134+∠P-134P-4P-3 
=∠P-1P-4P-3 
 
所以 P-1、P-2、P-3、P-4共圓，亦即 P-4存在 C上。 
同理可證，P-5、P-6、…P-n存在 C上。 
 
根據定義(2)，C即為限制圓 Cn。 
 

(八) ∀n∈N 
n=2,3,4,5,6 時成立。 
n=2k，由(六)之結果，當 Cn-1存在時，必存在限制點 Pn。 
n=2k+1，由(七)之結果，當 Pn-1存在時，必存在限制點 Cn。 

藉由數學歸納法，可証明∀n∈N。 

當 n為偶數，存在有限制點 Pn。 
當 n為奇數，存在有限制圓 Cn。證畢 
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四、研究結果： 
(1) 所有小於 n的直線數(≥2)都有限制點或限制圓⇔存在 Cn-1或 Pn-1 

(2) 對於任意點
ntt bbbP ...21 ++− ，S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , }，令 t<n , 有

}...,{
21 tiii aaaG = , }...,{

21 ntt iii aaaG
++

= ,將數列 ><
ki
a 定為 >< kb ，則通過此點

的圓有：

ntt bbbC ...32 ++− ,
ntt bbbC ...31 ++− …

121 ... −++− ntt bbbC ,
ntt bbbbC ...211 ++− ,

ntt bbbbC ...212 ++− …
nttt bbbbC ...21 ++−  

(3) 對於任意圓
njj bbbC ...21 ++− ，S={1,2…n}={ smi aasma ≠≠ , }，令 j<n , 有

}...,{
21 jiii aaaG = , }...,{

21 njj iii aaaG
++

= ,將數列 ><
ki
a 定為 >< kb ，則在此圓上

的點有：

njj bbbP ...32 ++− ,
njj bbbP ...31 ++− …

121 ... −++− njj bbbP ,
njj bbbbP ...211 ++− ,

njj bbbbP ...212 ++− …
njjj bbbbP ...21 ++−  

(4) 有 n條線，任意兩圓
mx bbbbC ...21− 、

my bbbbC ...21− 會有交點
myx bbbbbP ...21− 、

mbbbP ...21− 。 

(5) 有 n條線，任意兩點
mx bbbbP ...21− 、

my bbbbP ...21− 有兩圓
myx bbbbbC ...21− 、

mbbbC ...21− 皆通

過。 
(6) ∀ n∈N，當 n為偶數，存在限制點 Pn；當 n為奇數，存在限制圓 Cn。 
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五、討論及應用： 
(1) 本文未討論平行及共點的部份是未來可發展的方向。 

○1 就以平行而論，可將平行直線組視為交於無窮遠之點，則某直線 L(不
與此平行線組平行)交於此平行線組任意兩點，則此兩點與無窮遠之

點的外接圓即為 L。( R∈∀ε ，半徑>ε ，即為圓的退化情況) 
○2 就以共點而論，可將共點直線組的唯一交點視為原本兩兩直線相交

的點無窮接近，則此共點線組之外接圓即為此交點。( +∈∀ Rε ，半徑

<ε ) 
○3 困難處：雖然可知道這類的退化情況，也皆能符合上述結論，但有

些情況實在是退化過頭(限制點或限制圓無窮遠，難以想像交點或共

圓情況)，所以無法判斷，這類情況理應剔除，但卻又須要龐大的討

論才能確認以上情況，所以本篇文章不予討論。 
(2) 關於退化的情況，亦可用在上述的証明中。例如考慮限制圓 C5，可發

現在簡圖證明中的 L4，即為在 2k+1 的簡圖證明中的 C-1234，即 n=5 的

證明只是將 n=2k+1 的 C-1234退化為 L4而已。 
(3) 對於每個直線組(n條直線，無平行線組，無共點線組)而言，只存在唯

一的 Cn或 Pn(雖非一特定限制點或限制圓即對應一個直線組)，所以應

該存在某些性質在於這些限制點或限制圓與原直線組的關係，雖然尚

未找到確切的關係，但希望這是未來可以努力的方向。 

六、參考資料： 
1. Steiner’s Theems on the Complete Quadrilateral , Fum Geometricum Volume 4 (2004) 35-52 


