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題目題目題目題目：：：：LLLL 轉換轉換轉換轉換----幾何圖形幾何圖形幾何圖形幾何圖形變變變變換換換換探討探討探討探討    

貳貳貳貳、、、、研究動機研究動機研究動機研究動機    

在一次學校舉辦的科學營，我們接觸到了 GSP4.03 幾何繪圖軟體。而在試驗其軟體

功能時，偶然發現了軟體的鏡射功能，然後我們就以最簡單的三角形做試驗，並發現其

經過多次鏡射變換後會有一些奇怪的結果，因此引起我們的高度好奇，想探究原三角形

經過鏡射變換後，新的三角形與其之間的關係。 

    

參參參參、、、、研究目的研究目的研究目的研究目的    

本研究探討一個任意三角形各頂點以其對邊為鏡射軸，所鏡射出來的新三角形為何？ 

一、探討何種三角形經過鏡射變換後可得正三角形。 

二、探討等腰三角形經過數次鏡射變換後可得何種三角形及變換前後三角形的關係。 

三、探討何種三角形經過鏡射變換後會退化為一直線。 

四、探討任意三角形經過數次鏡射變換後的特性。 

 

肆肆肆肆、、、、研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材研究設備及器材    

幾何軟體 GSP4.03、Mathematic 5.2 版軟體、統計軟體 SPSS10.0 

 

伍伍伍伍、、、、研究過程研究過程研究過程研究過程及方法及方法及方法及方法    

    

一一一一、、、、正三正三正三正三角形的前身角形的前身角形的前身角形的前身    

利用 GSP 軟體繪圖，我們發現正三角形的前身似乎僅有三個，因此我們利用三角

函數以及解析幾何的手法加以驗證並証明。 

 

試証僅有 30°-75°-75°、150°-15°-15°、60°-60°-60°的三角形經過一次鏡射變換後可形成

正三角形 

《証一》：利用三角函數 

令 ∠BAC 為α ，∠ABC 為 β ，∠ACB 為γ   BC 為 a， AC 為b ， AB 為 c  

' 'B C 為 'a ， ' 'A C 為 'b ， ' 'A B 為 'c  
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由圖可得 
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經整理後得 

2 2

2 2

2 2

2 cos 3 2 cos 3 (1)

2 cos 3 2 cos3 (2)

2 cos 3 2 cos 3 (3)

a b ca bc

b c ab ca

c b bc ab
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α γ

 − = − →


− = − →


− = − →

 

 

 

1. αsin2Ra = ， βsin2Rb = ， γsin2Rc =  

2 2 2 2

2 2

4 sin 4 sin

8 sin cos3 sin 8 cos3 sin sin

R R

R R

α β

α β γ α β γ

−

= −
 

( )2 21 cos 1 cos 2 sin sin cos 3 cos 3 sinα β γ α β α β⇒ − − + = −  

( ) ( )2 2 3cos cos 2sin sin 4cos 3cosβ α α β α β β⇒ − = + −  

( ) ( )32sin sin 4cos 3cosα β β α α− + −  

( ) ( ) ( ) ( )3 3sin sin 2sin 4sin cos 2sin 4sin cosα β α β α β α β α β β α⇒ + − = + − +  

( ) ( )2sin 3sinα β α β− + −  

( ) ( ) ( )( )αββαβαβαβα 33 cossin8cossin8sinsinsin7 −+=−+⇒  

( ) ( )αββαβα 33 cossincossin8sin7 −=−⇒  

 

2. 令 ( ) 0sin ≠− βα ， βα ≠  

( ) ( )αααββββαβα coscoscossincoscoscossin8sin7 −=−  

( )βα −⇒ sin7 ( ) ( )( ) ( )







+×−++= 12cos

2
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sinsin
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1
8 ββαβα  

( ) ( )( ) ( )







+×−−+− 12cos
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1
sinsin

2

1
8 αβαβα  
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B'C'

A'

C''B''

A''

A

C B

P

Q R

( )βα −⇒ sin7
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 










−++−−++−

−+++−++
=

βαβααβααβα

βαβαββαββα

sinsin2cossin2cossin

sinsin2cossin2cossin
2

　

　　
 

( )βα −⇒ sin7
( )( )

( )( ) ( )

sin cos 2 cos 2
2

sin cos 2 cos 2 2sin

α β β α

α β α β α β

 + −
=  

 + − + + − 

　
 

( )βα −⇒ sin7 ( ) ( ) ( )( )βαβαβα −++= sinsinsin22 　  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )βαβαβαβα −+−+−+ sin22coscossin22 　　  

 

3. 同除 ( )βα −sin  

( ) ( ) ( ) 1coscossin
4

7 2 +−+++=⇒ βαβαβα      1sincossin
4

7 222 +−+=⇒ βαγ  

2 2 23
sin cos sin (4)

4
γ α β⇒ = + − →  

同理可得 

2 2 23
sin cos sin (5)

4
α β γ= + − →  

2 2 23
sin cos sin (6)

4
β γ α= + − →  

4.    由 (4) & (6) 解方程式得 

1sincos
2

3 22 +−= αα  

α2cos2
2

3
=⇒   α2cos

4

3
=⇒  

2

3
cos ±=⇒ α  

∴ oo
15030 or=α  

代回 (4) 得 γβ 22 sinsin =  

∴ β γ=  or β π γ= − (不合三角形的三角) 

故得知正三角形的前身僅有 30°-75°-75°、150°-15°-15°、60°-60°-60°的三角形 
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B(-m,0) C(m,0)

A'(0,-n)

C' B'

《証二》：利用座標向量 

∵ ( )
0

, 0
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∴
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′ = + = + × × =

+ +
ｙ  

∴

2 3 2

2 2 2 2

3 4
,

mn m m n
B

n m n m

 −
′ =  
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∴
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∵ ( )
2
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0 0
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∴ 0 2 0xA x at′ = + =    

( ) ( )0 2 2 1A y bt n n n′ = + = + × × − = −ｙ  

∴ ( )
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2 3 3 2

2 2 2 2

3 5
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A C

n m n m
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∵正三角形面積＝
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∴
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2
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(1) ( )2 3 2 23 0 3 0mn m m m n− + = ⇒ − =　 　 （此種解圍不出三角形） 

∵若 B(-m,0)，C(m,0)，A(0,n)三點構成△ABC 

由兩邊之和大於第三邊  ( ) ( )2 2 2 2 24n m n m m+ + + >  

但當 2 23m n= ， 2 2
3n n> 矛盾，不符合三角形規則  ∴不存在 

(2) 
3 2 3 25 3 3 3 0n m n m mn+ − + =  

( ) ( ) ( )( )2 23 2 3 2 3 2 2 3 0n m n m mn ⇒ + − + + + + =
 

 

( ) ( )( )3 2 3 2 3 0n m n m n m ⇒ + − + + + =
 

 

∵ tan
n

m
θ =    1tan 2 3θ⇒ = − 　， 2tan 2 3θ = + ， 3tan 3θ = −  

但 tanθ 有可能為 ABC∆  或 ACB∆  中的函數 

所以三角形底角為 15θ = o o o、60、75  

故三角形的角度分別為 30°-75°-75°、、、、150°-15°-15°、60°-60°-60° 

得正三角形的前身有三種。 
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對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

CB

A

A'

C' B'

對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

A

B C

A'

C' B'

對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

H'

H

B'C'

A'

B C

A

對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

B&C

A

二二二二、、、、等腰三角形的變換等腰三角形的變換等腰三角形的變換等腰三角形的變換    

(一) 

試証等腰三角形經過鏡射變換後的新三角形也必為等腰三角形 

《証明》： 

已知 ABC∆  為等腰三角形 

∵ ABC∆  以 'AA  為鏡射軸  ∴ 鏡射後得Ａ’也在 'AA  上 

且 B 到 AC  的距離等於 C 到 AB  的距離， 

則可推知新形成的 ''' CBA∆ 也必為等腰三角形。 

【註】：1.原三角形與新三角形的垂心會位於三角形對稱軸上。 

      2.H 與 H’分別為△△△△ABC 與△△△△A’B’C’的垂心。 

 

(二) 原等腰三角形頂角與新等腰三角形頂角的變換流程圖 

    

    

⇒     

原三角形頂角角度增加到 30° 

新三角形頂角角度增加到 60° 

    

    

    

    

                                                                                ⇒  

           原三角形頂角角度增加到 60° 

           新三角形頂角角度先減後增到 60° 
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對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

A'

B'&C'

C

A

B

對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

CB

A

A'

C' B'

對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

A' B'C'

    

                                                                            ⇒  

           原三角形頂角角度增加到 120° 

            新三角形頂角角度減少到 0° 

    

    

    

                                                                            ⇒  

           原三角形頂角角度增加到 150° 

            新三角形頂角角度增加到 60° 

    

    

                                                                            ⇒  

           原三角形頂角角度增加到 180° 

           新三角形頂角角度增加到 180° 

    

(三) 

試証等腰三角形過多次鏡射變換後必收斂到正三角形或一直線 

《証明》： 

∵ ( )
0

, 0
x mt nx nmt

AC m n nx my mn
y n nt my mn mnt

= + = 
= − ⇒ ⇒ ⇒ + − = 

= − = − 

uuuv
　  

∴
2 2 2 2
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t
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− − −
= =

+ +
 

∴
2 3

0 2 2 2 2
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2 2x

mn mn m
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n m n m

−′ = + = − + =
+ +
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θ

y
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B(-m,0) C(m,0)
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C' B'
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∴
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∴
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+
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=

+
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( )
2

0 2 2 2 2

2 4
2 0 2

mn m n
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n m n m

−′ = + = + × − × =
+ +

ｙ  

∴
2 3 2

2 2 2 2

3 4
,

mn m m n
C

n m n m

 − +
′ =  
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∵ ( )
2

2 ,0 0 0 0
0 0

x m mt
BC m x y

y t

= +
= ⇒ ⇒ + − =

= −

uuuv
　   ∴ ( )2 20 1

n
t n

−
= = −

+
 

∴ 0
2 0

x
A x at′ = + = , ( ) ( )0 2 2 1A y bt n n n′ = + = + × × − = −ｙ  

∴ ( )
2 3

2 2
' 0, 0,

nm n
A n

n m

 − −
= − =  

+ 
 

又
2 3

2 2
' 0,

nm n
A

n m

 − −
=  

+ 
，

2 3 2

2 2 2 2

3 4
,

mn m m n
B

n m n m

 −
′ =  

+ + 
，

2 3 2

2 2 2 2

3 4
,

mn m m n
C

n m n m

 − +
′ =  

+ + 
 

'A 到 ' 'B C
uuuuuv

的距離為
2 3

2 2

5nm n

n m

+

+
， 'B 到 y 軸的距離為

2 3

2 2

3mn m

n m

−

+
 

∴ 由圖可得  
2 3 2 3

2 2 2 2

5 3
tan

nm n mn m

n m n m
θ

+ −
=

+ +
 

2 3 2 35 tan 3 tanm n n mn mθ θ+ = −   2 3 2 35 3 tan tan 0m n n mn mθ θ⇒ + − + =  
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同除 3m 並令 
n

X
m

=  得 

3 25 3 tan tan 0
n n

X X Xθ θ+ − + =    3 2
3 tan 5 tan 0n nX X Xθ θ⇒ − + + =  

13

5
tan

2

3

−

+
=⇒

X

XX
nθ  , 令 1tan −= nX θ  為其前身的根 , 

 
1tan3

tan5tan
tan

1

2

11

3

−

+
=

−

−−

n

nn
n

θ

θθ
θ   , 令 1lim tan lim tann n

n n
θ θ α−

→∞ →∞
= =  ⇒ 

3

2

5

3 1

α α
α

α

+
=

−
 

3 33 5α α α α⇒ − = +  32 6 0α α⇒ − =        則 0 or 3α = ±  

故得知任何等腰三角形經過多次鏡射變換後必收斂為正三角形或退化成一直線。 

C
B

A

 

等腰三角形經數次鏡射收斂為正三角形 

 

 

A

B

C

 

    等腰三角形經數次鏡射退化為一直線    
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x1

y1

y2
y3

x2

x3

O3

O1

M

C1

C2
B2

A1

C B

A

B3
C3

A3

B1

A2

S

Q

R

P

M2

N2

M3

N3

N1
M1

NH O

C1

C2
B2

A1

C B

A

B3
C3

A3

B1
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 (四) 

試証一等腰三角形的三個等腰前身的兩底角頂點必分別在以新三角形的兩腰中點為

圓心的圓上 

《証明》：(如右圖) 

証明前身三點在以 AB 為半徑之圓上 

ii MABB ⊥ 且相交於 iO  

令 iii RBA = ， iiA θ=∠ ， 3,2,1=i  

( )0,sin iii RB θ− ， ( )0,sin iiRB θ ， ( )iii RRA ,sinθ−  

又取 AB 中點 








2
,0 iR

M  

則 iiiii MBRRAB 2
4

1
sin21sin4 22 =+=+= θθ  

即 1B 、 2B 、 3B 共圓 

同理可證 1C 、 2C 、 3C 也必共圓 

 

(五) 

試証等腰三角形 ABC 兩腰中點連線的中心恰為三角形 B1B2B3 九點圓的圓心 

《証明》： 

由 B1、B2、B3 三點共圓得知 O 點為△B1B2B3 的外心 

 並由上一個證明得知過 C1、C2、C3 三點的圓心 

 為 AC 的中點，令此點為 H 

    由圖可知 

 1. 1CC 為圓 HHHH 上一弦，所以 11 CCHA ⊥  

 又 HA1 過 PQ且兩線交於 N1 

 且 PQ也為圓 HHHH 上一弦，所以 1CC ∥ PQ  

 又PQ與 32 BB 為同一條線，所以 1CC ∥ 32 BB  

 故 3211 BBNB ⊥  

 2. 2CC 為圓 HHHH 上一弦，所以 22 CCHB ⊥  

 又 HB2 過 RS 且兩線交於 N2 

 且 RS 也為圓 HHHH 上一弦，所以 2CC ∥ RS  

 又RS 與 31BB 為同一條線，所以 2CC ∥ 31BB  

 故 3122 BBNB ⊥  

由 1. 2.得△B1B2B3 的兩高，且皆過 HHHH 點，故得 HHHH 為△B1B2B3 的垂心 

所以 O、H 中點 N 為△B1B2B3 的九點圓圓心 
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B'

C'

A'

A
C

B

H

O

N

P

P

A'

B'&C'

CB

A

Q

三三三三、、、、三角形經過鏡射變換後的退化情形三角形經過鏡射變換後的退化情形三角形經過鏡射變換後的退化情形三角形經過鏡射變換後的退化情形    

除了 30°-30°-120°三角形經過一次鏡射後會形成一條直線外，我們發現似乎還有其

他的鈍角三角形經過一次鏡射變換後會成為一條直線。 

(一) 

証明 30°-30°-120°三角形經過一次鏡射後會形成一條直線 

《証明》： 

已知 ABC∆ 為 30°-30°-120°三角形 

∵ o30=∠ABC  且 BQCQ ⊥  

∴ o60=∠CBQ  

同理可得 o60=∠BCP  

所以可知 B、C 兩點經過鏡射後會在同一點 

 

 

(二) 

求作一三角形使其九點圓圓心在外接圓圓上，並作此三角形經鏡射變換後的圖形 

    

    

    

    

    

    

    
《作法》：(如上圖) 

1.以 O 點為圓心畫一圓，在圓上任意取一點 N，O 點再以 N 點為對稱之點為 H。 

2.以 N 點為圓心，ON的一半為半徑畫圓。 

3.在圓上取任意一點 P，連接HP，並以 P 點做與HP垂直的直線交圓 O 於 B、C 兩

點，且HP與圓交於一點為 A，連接 A、B、C 三點所形成之三角形，鏡射後即會

退化成一直線。 
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G
Q

P

R

NH

B'

A'

C'

B

A

C

O

 (三) 

試証若三角形九點圓圓心在外接圓圓上則此三角形經鏡射變換後必退化為一直線 

《引理》： 

    

    

    

    

    

    

    

G 點為△ABC 的重心，N 點為九點圓圓心。從 N 點做到 CA  BC  AB 、、 的垂線並交於 R、P、

Q 三點。三射線 PA' 、 QB' 、 RC' 交一點恰為△ABC 的重心 G，此時 GP4GA' = ， GQ4GB' = ，

GR4GC' = ，故可以得知△ABC 是以 G 點固定而縮放 C'B'A'∆ 的
4

1 。 

U

T ZX

Y

C'

Q

A'

P

B'

R

N

O

K H

G

I

J

B

A
C
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《引理証明》(如 P.12 圖) 

1.先取△ABC 三邊中點 K、I、J 連線，，，，在取△KIJ 三邊中點 X、Y、Z 連線。Y 點以XZ

作對稱得到 R 點，且 R 點落在AC上。又RY 為KI的中垂線，因為△ABC 的九點圓會

過三邊中點 K、I、J，表示九點圓為△KIJ 的外接圓，故九點圓圓心 N 會在KI的中垂

線RY 上。X、Z 點分別以YZ、XY作對稱得 P、Q 兩點，所以△PQR 是以 N 點作至

三邊的垂足所形成的三角形。 

2.因為△XYZ 的高
1

YT YR
2

= (Y 點以XZ作對稱得到 R 點)，
1

YR BU
2

= ，故
1

YT BU
4

= 。

B 點以AC作對稱得B'，所以BU B'U= 。則
1

YR BB'
4

= ，且YR 平行BB'，所以

1
GYR GBB'

4
∆ = ∆ ，可以得知GB' 4GR=

uuuv uuuv
。同理可得GA' 4GP=

uuuuv uuuv
、GC 4GQ′ =

uuuuv uuuv
。所以鏡射後的

△ C'B'A' 為△PQR 的四倍。 

 

《証明》： 

                            

G

X

Z

Y

B'

C'

A'

B

C

A

H

O

N

    

假設 γβα =∠=∠=∠ NAY  ,NAB  ,ACN     

∵ AN
2

1
ACN =∠ 弧的度數 α=∠= ABN  

  ∴
BZ

NZ

CY

NY
tan ==α  即 

NY

NZ

CY

BZ
=  ------(1) 
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∵ NB
2

1
NAB =∠ 弧的度數 β=∠= NCB  

∴ 
CX

NX

AZ

NZ
tan ==β  即 

NZ

NX

AZ

CX
=  ------(2) 

 

∵N、A、C、B 四點共圓 ∴ NAC+ NBC 180∠ ∠ = °  

又 °=∠+∠ 180NAYNAC  ∴ γ=∠=∠ NAYNBC  

又
BX

NX

AY

NY
tan ==γ ，因此 

NX

NY

BX

AY
=  -------(3) 

 

由(1)(2)(3)得知：
BZ CX AY NZ NX NY

1
CY AZ BX NY NZ NX

× × = × × =  

亦即：
BX CY AZ

1
CX AY BZ

× × =  

因此由孟氏定理知 X、Y、Z 三點共線 

又由引理得知： 

GA' 4GX=
uuuuv uuuv

 GB' 4GY=
uuuv uuuv

 GC' 4GZ=
uuuuv uuuv

 

因此得知A'、B'、C'三點共線。 

    

四四四四、、、、任意三角形的鏡射變換任意三角形的鏡射變換任意三角形的鏡射變換任意三角形的鏡射變換    

(一) 

利用 GSP 軟體觀察三角形的變換情形 

1.1.1.1.銳角三角形經過數次變換(原三角形為△ABC)    

A

B
C

    

由圖形我們觀察到－銳角三角形經過多次變換後會趨近於等腰三角形 
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2.直角三角形經過數次變換(原三角形為△ABC) 

C
B

A

    

由圖形我們觀察到－直角三角形經過多次變換後會趨近於等腰三角形 

 

3.鈍角三角形經過數次變換(原三角形為△ABC) 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

由此圖我們觀察到－鈍角三角形經過多次鏡射變換後會趨近於等腰三角形或一直線 

    

    

A

B
C

Y

Z

X

A

B

C
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(二) 

試証必存在三內角不相等的三角形經過一次鏡射變換後會形成等腰三角形 

《証明》： 

設 γβ ≠ ，當 '' ba = 時，得
4

1
sinsinsin 222 −=−− γβα  

令 γβ > ： 

1.當 γα = 時：
4

1
sin 2 =β  ⇒ 

2

1
sin =β  

∴ °°= 150or    30β  (30°不合) 

 

2.當 βα = 時：
4

1
sin 2 =γ  ⇒ 

2

1
sin =γ  

∴ °°= 150or    30γ  (150°不合) 

 

3.當 γβα ≠≠ 時： 

∵ 1sinsincos8 =γβα  

α
γβ

cos4

1
sinsin2 =⇒   ( )

α
γγα

cos4

1
sinsin2 =+⇒  

( )
α

γγαγα
cos4

1
sinsincoscossin2 =+⇒  

α
γαγγα

cos4

1
sincos2sincossin2 2 =+⇒  

α
α

γαγα cos
cos4

1
2coscos2sinsin −=−⇒  

( )
α

αγα
cos4

1
cos2cos −=+⇒   ( )

α

α
γα

cos4

1cos4
2cos

2 −
=+⇒  

∵ 0cos >α    

1
cos4

1cos4
1

2

≤
−

≤−⇒
α

α
  












−−
≤

+−
≥

+
≤≤

−

⇒

2

21
cosor    

2

21
cos

2

21
cos

2

21

αα

α

 

∴ 1cos
2

21
≤≤

+−
α   ∴必存在 
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又 (1)當 ( ) 02cos ≥+ γα 時： 

∵ 0cos >α   ∴ ( ) α
α

αγα cos
cos4

1
cos2cos ≤−=+  

αγα ≥+⇒ 2   0≥⇒ γ  , 即必存在γ  

故必存在 γβα ≠≠ 的一組解； 

 

(2)當 ( ) 02cos <+ γα 時： 

  αγα >°>+ 902   ∴必存在γ  

故必存在 γβα ≠≠ 的一組解。 

 

(三) 

試証存在任意三角形經 N 次變換後必收斂至正三角形或退化為一直線 

k

ρ

θ

y

x

θ'

ρ'

C'

A'

B'(kcosθ,-ksinθ)

C(0,0) A(1,0)

B(kcosθ,ksinθ)

 

 

首先假設 1AC = 、 kBC = 、 θ=∠BCA ，以 C為原點建立直角座標系 

得 ( )1,0A 、 ( )θθ ksin,kcosB  
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接著利用對稱及向量的觀念，可以得出： 

( )θθ 2sin,2cos'A 、 ( )θθ sin ,cos' kkB − 、 ( )









+−

−

+− 1cos2

cos1sin2
,

1cos2

sin2
'

22

22

θ

θθ

θ

θ

k

kk

k

k
C  

 

並求得m BA ''
θθ

θθθ

cos1cos2

sincossin2
2

k

k

−−

+
= ，m CB ''

θθ

θθθθ

coscos2

cossin4sin3sin
2

2

−−

−+
=

kk

kk ， 

m CA ''
1cos2cos2cos43cos4

sin2cossin4cossin2cossin4
23222

22

−++−−

−−+
=

θθθθ

θθθθθθθ

kk

kk  

 

 

ρtan
θ

θ

θθθ

θθθθ

cos

sin

sincos)1cos(

sin)1cos(cossin

1 2 −
=

+−

−−
=

+

−
=

kkk

kk

mm
mm

BCAB

BCAB  

而 ' tan ρ
mm
mm

CBBA

CBBA

''''

''''

1+

−
=

( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) θθθθ

θθθθθ

θθθθ

θθθθθθ

cos22cos2cos2sin2

sin32coscos12sinsin3

sin22sin22cos2sin2

2cossin3cos2sin13cossin2

2232

2322

2

22

kkkkk

kkkk

kkk

kkk

−+++−

++−−++−

+++

−−+−−+

=  

( ) ( )
( )

( ) ( ) kkkkk

kkk

kkkk

2cos1cos5cos22

sin3cossin62cossin8

sin33cossin2cossin88cossin8

32232

22222

2223

−++−++−−+

++−+−

+++−−+
=

θθθ

θθθθθ

θθθθθθθ  

 

 

令
nρρ = ， 1' += nρρ  

當 ∞→n 時， n
n

n
n

ρρ tanlimtanlim 1
∞→

+
∞→

=  

∴ 
( ) ( )

( )
( ) ( ) kkkkk

kkk

kkkk

k

2cos1cos5cos22

sin3cossin62cossin8

sin33cossin2cossin88cossin8

cos

sin

32232

22222

2223

−++−++−−+

++−+−

+++−−+
=

−

θθθ

θθθθθ

θθθαθθθ

θ

θ
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) θθθθθθ

θθθθθθθ

θθθθθθθθ

θθθθθθθ

sin2sincossin1cossin5      

cossin22sin3cossin62cossin8   

cossin33cossin2cossin88cossin8      

sin33cossin2cossin88cossin8   

322

3233223

22324

222332

kkkk

kkkk

kkkk

kkkkk

−++−++

−−+++−+−=

−−+−++−

+++−−+⇒
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0)2           

coscos5cos2cos2cos33cos6cos6           

cos2cos2cos8cos8cos3cos3cos2cos8            

cos8cos833cos2cos8cos8cos8 (sin

32233223

32242223

3243222332

=+

−+−+++−+−

−+−+−−−+

+−+++−−⇒

k

kkkkkkk

kkkkkk

kkkkkkkk

θθθθθθθ

θθθθθθθθ

θθθθθθθ

 

 

∴ 0])(cos)5(cos)24(cos)78(cos8[ sin 3223324 =−−++−+++−−−+ kkkkkkkk θθθθθ  

 

 

 

利用 Mathematic 5.2 版軟體，計算後可得： 

(1) 當 k=1 時： 1  , 
2

1
cos ±=θ  

 

-1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5

-2

-1

1

2

3

4

 

 

 

此圖表示：k=1 時 

原三角形為等腰三角形，且鏡射後的三角形角度恰符合先前的証明。 

 

藉由此種方法可以得証任一等腰三角形經無數次鏡射變換後必會收斂成正三角形或退

化成一直線。 
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(2) 當 k=2 時：圖形如下  

 

-1 -0.5 0.5 1

-10

-5

5

10

15

 

 

An

Cn

Bn

 

原三角形為紅色，經過多次鏡射變換後「接近」正三角形 
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 (3) 當 k=3 時：圖形如下 

 

-1 -0.5 0.5 1

-20

20

40

60

 

 

Bn

Cn

An

 

原三角形為紅色，經過多次鏡射變換後「接近」正三角形 
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 (四)利用統計軟體 SPSS10.0 預測任意銳角三角形經一次變換後的情形  

 

令 ∠A= var00001、∠B= var00002、∠C= var00003 

∠A’= var00004、∠B’= var00005、∠C’=var00006 

 

經迴歸分析用∠B、∠C 預測∠A’ 得表如下： 

未標準化係數 標準化係數  

模式 

 
B 之估計值 標準誤 Beta 分配 

 

t 

 

 

顯著性 

 

(常數) 

var00002 

var00003 

   -47.733 

     1.354 

      .371 

   11.650 

     .133 

     .086 

 

   1.380 

    .583 

   -4.097 

   10.211 

    4.318 

   .000 

   .000 

   .000 

 

 

經迴歸分析用∠A、∠C 預測∠B’ 得表如下： 

未標準化係數 標準化係數  

模式 

 
B 之估計值 標準誤 Beta 分配 

 

t 

 

 

顯著性 

 

(常數) 

var00001 

var00003 

   26.095 

     .612 

    -.179 

   9.492 

    .101 

    .053 

 

    .613 

   -.344 

   2.749 

   6.035 

  -3.387 

   .008 

   .000 

   .001 

 

 

經迴歸分析用∠A、∠B 預測∠C’ 得表如下： 

未標準化係數 標準化係數  

模式 

 
B 之估計值 標準誤 Beta 分配 

 

t 

 

 

顯著性 

 

(常數) 

var00001 

var00002 

  167.077 

    -.424 

   -1.158 

   10.275 

    .143 

    .115 

 

-.224 

     -.762 

16.261 

-2.964 

-10.081 

 .000 

.005 

   .000 
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對稱軸對稱軸對稱軸對稱軸

H'

H

B'C'

A'

B C

A

陸陸陸陸、、、、研究結果研究結果研究結果研究結果((((結論結論結論結論))))    

一一一一、、、、僅有 30°-75°-75°、150°-15°-15°、60°-60°-60°的三角形經過一次鏡射變換後可

形成正三角形-----(証明詳見 p.1) 

                          

A'

B'

R

C''

A''

P

C'

B''

Q

B C

A

 

二、等腰三角形的變換 

(一)等腰三角形經過鏡射變換後的新三角形也必為等腰三角形         

-----(証明詳見 p.6) 
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 (二)原等腰三角形頂角與新等腰三角形頂角的變換流程圖 

 

原等腰三角形頂角 新等腰三角形頂角 

0°    無角度 

增加 增加 

30° 60° 

60° 60° 

增加 減少 

120° 0° 

增加 增加 

150° 60° 

增加 增加 

180° 180° 

  

(三)等腰三角形過多次鏡射變換後必收斂到正三角形或一直線     

-----(證明詳見 p.7) 

C
B

A
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S

Q

R

P

M2

N2

M3

N3

N1
M1

NH O

C1

C2
B2

A1

C B

A

B3
C3

A3

B1

A2

(四)一等腰三角形的三個等腰前身的兩底角頂點必在以新三角形的兩腰中點為

圓心的圓上-----(證明詳見 p.10) 

x1

y1

y2
y3

x2

x3

O3

O1

M

C1

C2
B2

A1

C B

A

B3
C3

A3

B1

A2

 

(五)等腰三角形兩腰中點連線的中心恰為此三角形九點圓的圓心           

----(證明詳見 p.10) 
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三、三角形經過鏡射變換後的退化情形 

(一) 30°-30°-120°三角形經過一次鏡射變換會鏡射形成一條直線      

-----(證明詳見 p.11) 

(二)若三角形九點圓圓心在三角形的外接圓圓上，則此三角形經鏡射變換後必

退化為一直線-----(證明詳見 p.12) 

G

X

Z

Y

B'

C'

A'

B

C

A

H

O

N

    

四、任意三角形的鏡射變換 

(一)GSP 幾何軟體作圖我們發現任意三角形經數次鏡射變換後會接近正三角形

或退化成為一直線 

(二)存在三內角不相等的三角形經過一次鏡射變換後會形成等腰三角形

-----(證明詳見 p.16) 

(三)存在任意三角形經 N 次變換後必收斂到正三角形或退化為一直線  

-----(證明詳見 p.17) 

(四)利用統計軟體 SPSS10.0 可預測任意銳角三角形經一次變換後的情形 

  

柒柒柒柒、、、、討論討論討論討論及應用及應用及應用及應用((((未未未未來研究方向來研究方向來研究方向來研究方向))))    

  本研究可繼續探討三角形的重心、外心、內心、垂心等……經過鏡射變換後的

軌跡圖形或探討任意四邊形經過鏡射變換後的圖形。 

  本研究可應用至幾何編碼等問題上，例如：幾何密碼鎖。 

 

 



 27 
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五、J.R.Musselman and R.Goormaghtigh, Advanced Problem 

3928,Amer.Math.Monthly,46 (1939)601;solution,48(1941)281-283 
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玖玖玖玖、、、、附錄附錄附錄附錄    

統計任意三角形經過多次鏡射變換後的情形統計任意三角形經過多次鏡射變換後的情形統計任意三角形經過多次鏡射變換後的情形統計任意三角形經過多次鏡射變換後的情形    

 
1.銳角三角形 

第一個 

銳角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 74.13° 36.87° 69.00° 

第一次變換 55.53° 63.56° 60.91° 

第二次變換 62.02° 58.19° 59.78° 

第三次變換 58.95° 60.88° 60.16° 

第四次變換 60.51° 59.55° 59.93° 

第五次變換 59.74° 60.22° 60.04° 

第六次變換 60.13° 59.89° 59.98° 

第七次變換 59.94° 60.06° 60.01° 

第八次變換 60.03° 59.97° 60.00° 

第九次變換 60.01° 60.01° 60.00° 

第二個 

銳角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 49.50° 46.56° 83.94° 

第一次變換 69.01° 68.28° 42.71° 

第二次變換 57.42° 58.08° 64.50° 

第三次變換 61.36° 61.10° 57.53° 

第四次變換 59.35° 59.49° 61.16° 

第五次變換 60.33° 60.26° 59.40° 

第六次變換 59.84° 59.87° 60.29° 
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第七次變換 60.08° 60.07° 59.85° 

第八次變換 59.96° 59.97° 60.07° 

第九次變換 60.02° 60.02° 59.06° 

第三個 

銳角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 57.21° 45.79° 77.01° 

第一次變換 65.22° 65.57° 49.21° 

第二次變換 58.18° 57.91° 63.91° 

第三次變換 61.01° 61.11° 57.88° 

第四次變換 59.53° 59.47° 61.01° 

第五次變換 60.24° 60.27° 59.48° 

第六次變換 59.88° 59.87° 60.25° 

第七次變換 60.06° 60.07° 59.87° 

第八次變換 59.97° 59.97° 60.06° 

第九次變換 60.02° 60.02° 59.97° 

第四個 

銳角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 12.03° 88.30° 79.68° 

第一次變換 32.90° 64.80° 82.30° 

第二次變換 62.07° 69.21° 48.72° 

第三次變換 60.60° 55.24° 64.16° 

第四次變換 60.00° 62.16° 57.84° 

第五次變換 60.07° 58.89° 61.04° 

第六次變換 59.98° 60.54° 59.47° 

第七次變換 60.01° 59.73° 60.26° 

第八次變換 59.99° 60.14° 59.87° 

第九次變換 60.00° 59.93° 60.07° 

第五個 

銳角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 54.20° 66.43° 59.37° 

第一次變換 62.67° 56.45° 60.88° 

第二次變換 58.66° 61.64° 59.70° 

第三次變換 60.66° 59.15° 60.18° 

第四次變換 59.67° 60.42° 59.92° 

第五次變換 60.17° 59.79° 60.04° 

第六次變換 59.92° 60.10° 59.98° 

第七次變換 60.04° 59.95° 60.01° 

第八次變換 59.98° 60.03° 59.99° 

第九次變換 60.01° 59.99° 60.00° 

 

2.直角三角形 

第一個 

直角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 26.23° 90.00° 60.77° 

第一次變換 55.92° 43.40° 80.67° 
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第二次變換 67.56° 66.19° 46.24° 

第三次變換 57.26° 58.37° 64.38° 

第四次變換 61.42° 60.98° 57.61° 

第五次變換 59.31° 59.56° 61.13° 

第六次變換 60.35° 60.23° 59.42° 

第七次變換 59.83° 59.89° 60.29° 

第八次變換 60.09° 60.06° 59.86° 

第九次變換 59.96° 59.97° 60.07° 

第二個 

直角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 35.10° 90.00° 54.90° 

第一次變換 64.62° 38.56° 76.82° 

第二次變換 63.98° 64.25° 51.77° 

第三次變換 58.46° 58.27° 63.27° 

第四次變換 60.84° 60.92° 58.24° 

第五次變換 59.60° 59.56° 60.84° 

第六次變換 60.20° 60.22° 59.57° 

第七次變換 59.90° 59.89° 60.21° 

第八次變換 60.05° 60.06° 59.89° 

第九次變換 59.97° 59.97° 60.05° 

第三個 

直角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 7.00° 90.00° 83.00° 

第一次變換 20.22° 72.13° 87.66° 

第二次變換 48.37° 78.77° 52.86° 

第三次變換 66.29° 47.30° 66.41° 

第四次變換 57.93° 64.24° 57.83° 

第五次變換 61.14° 57.68° 61.18° 

第六次變換 60.28° 59.44° 60.29° 

第七次變換 59.86° 60.28° 59.86° 

第八次變換 60.07° 59.86° 60.07° 

第九次變換 59.97° 60.07° 59.96° 

第四個 

直角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 14.99° 90.00° 75.01° 

第一次變換 38.78° 56.32° 84.90° 

第二次變換 65.72° 71.17° 43.11° 

第三次變換 60.12° 55.30° 64.58° 

第四次變換 60.27° 62.16° 57.57° 

第五次變換 59.94° 58.90° 61.16° 

第六次變換 60.05° 60.54° 59.41° 

第七次變換 59.98° 59.73° 60.29° 

第八次變換 60.01° 60.14° 59.85° 

第九次變換 59.99° 59.93° 60.07° 

第五個 
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直角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 47.20° 90.00° 42.80° 

第一次變換 72.85° 36.95° 70.20° 

第二次變換 56.84° 63.56° 59.61° 

第三次變換 61.52° 58.11° 60.36° 

第四次變換 59.23° 60.91° 59.86° 

第五次變換 60.38° 59.54° 60.08° 

第六次變換 59.81° 60.23° 59.96° 

第七次變換 60.10° 59.89° 60.02° 

第八次變換 59.95° 60.06° 59.99° 

第九次變換 60.02° 59.97° 60.00° 

 

3.鈍角三角形 

第一個 

鈍角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 12.93° 99.82° 67.25° 

第一次變換 30.40° 41.62° 107.98° 

第二次變換 61.32° 101.61° 17.08° 

第三次變換 109.54° 33.71° 36.75° 

第四次變換 14.60° 75.74° 89.66° 

第五次變換 38.10° 84.33° 57.58° 

第六次變換 65.25° 43.95° 70.81° 

第七次變換 60.10° 65.59° 55.31° 

第八次變換 60.28° 57.57° 62.16° 

第九次變換 59.94° 61.16° 58.90° 

第二個 

鈍角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 67.17° 105.11° 7.73° 

第一次變換 124.00° 39.15° 16.85° 

第二次變換 4.31° 167.75° 7.94° 

第三次變換 20.42° 121.82° 37.76° 

第四次變換 4.71° 1.63° 173.66° 

第五次變換 23.20° 8.01° 148.79° 

第六次變換 95.95° 27.39° 56.66° 

第七次變換 34.48° 56.47° 89.05° 

第八次變換 63.93° 76.16° 39.91° 

第九次變換 63.62° 51.83° 64.54° 

第三個 

鈍角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 22.23° 102.84° 54.93° 

第一次變換 44.91° 27.65° 107.44° 

第二次變換 108.35° 53.16° 18.49° 

第三次變換 21.47° 126.56° 31.98° 

第四次變換 35.60° 9.97° 134.43° 

第五次變換 140.69° 16.86° 22.45° 
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第六次變換 37.19° 56.47° 86.35° 

第七次變換 65.22° 72.75° 42.03° 

第八次變換 61.13° 54.27° 64.60° 

第九次變換 59.83° 62.51° 57.66° 

第四個 

鈍角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 1.88° 169.38° 8.75° 

第一次變換 8.96° 129.10° 41.94° 

第二次變換 7.00° 10.68° 162.32° 

第三次變換 31.50° 48.66° 99.84° 

第四次變換 62.52° 89.87° 27.60° 

第五次變換 79.93° 42.57° 57.49° 

第六次變換 47.16° 65.80° 67.04° 

第七次變換 64.26° 58.35° 57.38° 

第八次變換 57.67° 60.97° 61.36° 

第九次變換 61.10° 59.56° 59.34° 

第五個 

鈍角三角形 ∠A ∠B ∠C 

原三角形 8.36° 33.52° 138.12° 

第一次變換 17.45° 132.37° 30.18° 

第二次變換 39.03° 20.05° 120.93° 

第三次變換 179.97° 0.02° 0.01° 

第四次變換 179.87° 0.09° 0.03° 

第五次變換 179.36° 0.47° 0.17° 

第六次變換 176.76° 2.34° 0.87° 

第七次變換 164.03° 11.63° 4.34° 

第八次變換 106.58° 53.72° 19.72° 

第九次變換 23.50° 120.03° 36.47° 

 


