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十八啦！擲骰子，求組合數 
摘要 

我所研究的問題是由許志農教授在「高中數學大賞」書中所提出的問題：設一骰子

連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令Y x1 2n x xn= + + +" ，試求 為 7、

5、3 的倍數之機率為 。突破以往使用機率方式求解，我改採用矩陣列出餘數為 0、1、

2…的所有組合個數，透過矩陣的運算，觀察到各元素間的關係，進而解決上述問題。延

續這個技巧，我再次處理骰子平方和為 4、3 的倍數的組合個數。 

nY

nP

 

壹、研究動機 

在一堂數學課中，老師拿了一本許志農教授寫的「高中數學大賞」給我研讀，我對

書中的某一題題目很感興趣(設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，

令Y x ，試求 為 7 的倍數之機率為 )，一開始我以樹狀圖列出滿足條

件的所有可能性，並觀察其特性，發現數字間似乎存在某種規律，讓我感到非常雀躍。

經過許多次的嘗試後，發現矩陣非常符合我的需求，因此我開始深入的學習矩陣並利用

其解決相關問題。 

1 2n x x= + + +" n nY nP

貳、研究目的 
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推廣至 ix

 
為 1~ r 的  
 正整數  

 

一、 設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令 為

7 的倍數時，組合個數 的一般解。遵循著七的倍數的方法，討論 為五、六、三的

倍數時，試求 組合個數。 

1 2n nY x x x= + + +"

nYna

nY
二、 設 為 1~r 的正整數，令 為(r+1)的倍數時，組合個數 的一般解。

接著討論 為(r-1)、(r 的因數)的倍數時的組合個數 。 
ix 1 2nY x x x= + + +" n na

nY na

三、 設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令 ，

試求Y 為 4 的倍數時，組合個數 的一般解。接著討論Y 為 3 的倍數時的組合個數 n。 

2 2
1 2n nY x x x= + + +"

a

2

n na n

 

參、研究設備器材 

  Math type 軟體、Maple 軟體、筆、紙 
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肆、研究過程或方法 

一、 名詞定義與基本性質 
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r(一)、 轉換矩陣 ，其中 表示使ijA a⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ija -1 ( -1)(mod )nY j≡ 轉變為

的

( -1)(mod )nY i r≡

nx 所有可能情形個數 

         ○例 ：設骰子連續投擲n次後，討論 為五的倍數時，所對應的轉換矩陣A，其中

為使 轉變為

nY

od5≡11a -1 (1-1)(mod5) 0(m )nY ≡ (1-1)(mod5) 0(mod5)nY ≡ ≡ ，不論n

為任意正整數，此情形皆發生在 5nx = 一種而已，所以 =1；而 為使

轉變為
11a 15a

1)(mod5) 0(mod5)-1nY (5-1)(mod5) 4(mod5)≡ ≡ Y (1-n ≡ ≡ 發生在 1,6nx =
兩種情形，所以 =2。 15a

            列出所對應的轉換矩陣 A：

1 1 1 1 2
2 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 2 1 1
1 1 1 2 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

(二)、 行矩陣 ， 為

( )
1

( )
( ) 2

( )

n

n
n

n
r

y

yY

y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

#
( )n

iy ( -1)(mod )nY i r≡ 的組合個數。其中 (0)

1
0

0

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
。 

(三)、 [ ]t 代表小於等於 t 的最大整數值。 

(四)、 基本性質： ， ，(其中 ， 表示

的第一行。) 

( ) ( -1)n nY AY= ( ) (0)
*1

n n nY A Y A= = (0)

1
0

0

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
*1

nA nA

 

二、 擲骰子求和為七的倍數 

(一)、 遊戲規則 

設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令

，試求 為 7 的倍數時，組合個數 的一般解。 1 2nY x x x= + + +" n nY na
(二)、 利用矩陣列出每項數字並觀察其規律 

利用矩陣，不僅能幫助我看到所求 的變化規律，且能一併處理其他餘數的

情形，甚至它們之間的關聯，因此我採用矩陣，來解決這個問題。 
na

根據所定義的轉換矩陣，列出 



0 1 1 1 1 1 1
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 1
1 1 1 1 0 1 1
1 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 1 1 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦
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n 再藉由 的關係式及( ) ( -1)nY AY= (0)

1
0

0

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
列出 : ( )nY

( )1

0
1
1
1
1
1
1

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

( )2

6
5
5
5
5
5
5

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

( )3

30
31
31
31
31
31
31

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

( )4

186
185
185
185
185
185
185

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

( )5

1110
1111
1111
1111
1111
1111
1111

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

 所以 =0， =6， =30， =186，1a 2a 3a 4a 5 1110a =  

(三)、 猜測
16 ( 1) ( 1)

7

n n
n

na
−+ −

= + − = ( ) 116 6 1
7

nn −−⎡ ⎤− −⎣ ⎦ )並加以證明 

性質 

(1).  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 5 6

n n n n ny y y y y y= = = = = 7

n

(2). ( )( ) ( )

1 2 1 nn ny y− = −  

證明： 

(1)、  

I. 當 n=1 時，
(1) (1) (1) (1) (1) (1)

2 3 4 5 6 7 1y y y y y y= = = = = =  

 

II. 設 成立 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 5 6

k k k k ky y y y y y= = = = = 7

k

n則由 ( ) ( 1)nY AY −= 推得 

  
7( 1) ( ) ( )

2 2
1

k k

i
i

y y+

=
= −∑ ky

y
  

7( k 1) ( ) ( )

3 3
1

k k

i
i

y y+

=
= −∑

#
#



 5

ky
k

k+

  
7( 1) ( ) ( )

7 7
1

k k

i
i

y y+

=
= −∑

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 5 6 7

k k k k ky y y y y y= = = = =∵
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

2 3 4 5 6

k k k k ky y y y y+ + + + ( 1)

7y+∴ = = = = =  

(2)、  

由(1) 及 ，可推得  ( ) ( -1)nY AY= n

1

ny
n

( 1) ( )

1 2

( 1) ( ) ( )

2 2

6

5

n n

n n

y y

y y

+

+

⎧ =⎪
⎨

= +⎪⎩
( 1) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 2 1 1 2( )n n n n ny y y y y y+ +∴ − = − = − −  

 又因為  
(0) (0)

1 2 1y y− =
 故可得 ( )( ) ( )

1 2 1 nn ny y− = −  

 

推導一般式  

因為投擲骰子 n 次後，共有 種組合情形，所以 內所有元素和為

即  

n6

3
n

( )(n)Y n
iy⎡⎣

( )
5 7

n ny+

⎤⎦

n

2y

n6 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 4 66 n n n nn y y y y y y= + + + + +

       …
(n) (n)

1 2=y +6y
) ( )

2 3

n ny y= =
○1     

( ) 
( ( ) ( ) ( ) ( )

4 5 6 7

n n ny y y y= = =∵
將性質(2) 帶入式子( )( ) ( )

1 1 nn ny − − = ○1  

          
(n)n n

16 =7y -6(-1)

         所以 ( )
n n

1(n) 1
n 1

6 +6(-1) 6a =y = = 6 1
7 7

nn −−⎡ ⎤− −⎣ ⎦  得證。 

 

三、 擲骰子求和為五的倍數 

(一)、 遊戲規則 

     設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令

，試求 為 5 的倍數時，組合個數 的一般解。 1 2nY x x x= + + +" n nY na
(二)、 利用所定義的轉換矩陣列出每項數字並觀察其規律 

1 1 1 1 2
2 1 1 1 1
1 2 1 1 1
1 1 2 1 1
1 1 1 2 1

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

    

(1)Y

1

2
1
1
1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2)Y

7
7

8
7
7

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(3)Y

43
43
43

44
43

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4)Y

259
259
259
259

260

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(5)Y

1556
1555
1555
1555
1555

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

1a =1， =7， =43， =259， =1556…… 2a 3a 4a 5a
(三)、  

性質：當 時， n 5t= ( )
1

ny 會比 中的其他元素多 1；當 時，( )nY n 5t+ ,1 4l= ≤A ≤
( )

1
ny +A 會比 中的其他元素多 1。 ( )nY



證明: 
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n                    由 的關係，可推得( 1) ( )nY AY+ = ( ) ( 1)n nY Y +與 元素之間有下列關係： 

                             

5
( 1) ( ) ( )

1 5
1

5
( 1) ( ) ( )

2 1
1

5
( 1) ( ) ( )

3 2
1

5
( 1) ( ) ( )

4 3
1

5
( 1) ( ) ( )

5 4
1

n n
i

i

n n
i

i

n n
i

i

n n
i

i

n n
i

i

n

n

n

n

n

y y y

y y y

y y y

y y y

y y y

+

=

+

=

+

=

+

=

+

=

⎧
= +⎪

⎪
⎪

= +⎪
⎪
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪

= +⎪
⎪
⎪

= +⎪
⎪⎩

∑

∑

∑

∑

∑

 

                    其中 ，依序代入正整數，即可推得此規律。 (0)

1
0

0

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#

試求一般解 

由上述性質可知：每五個矩陣會循環一次，且其中有一個元素會比其他項

多 1。根據這樣的特性，我可以列出
( )

1
(6 1)=

5

n
n ( )y f n−

+ ，以 f(n)來決定是否

要比其他項多 1。 

下一步來討論 f(n)，
1, =5k

( )
0,

n
f n

⎧
= ⎨
⎩ 其他

。我利用高斯記號的特性，將其改寫為

1( )
5 5
n nf n −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

。最後兩部分合併成為
( )( )

1

6 -1 1
5 5 5

n
n

n
n na y −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

 

四、 擲骰子求和為三的倍數 

(一)、 遊戲規則： 

設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令

，試求 為 3 的倍數時，組合個數 的一般解。 1 2nY x x x= + + +" n nY na
(二)、 利用所定義的轉換矩陣列出每項數字並觀察其規律 

   ，矩陣 A 的每個元素都相等，因為要使 轉變

為 的所有可能情形都相等(都是各 2 種方法)。所以

中的元素也都會相等，且

2 2 2
2 2 2
2 2 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

( -1)(mod3nY i≡
( ))Y (1n

iy⎡ ⎤ ≤ ≤⎣ ⎦
( ) ( )

1 2
n na y y

⎥

3)

6

-1 ( -1)(mod3)nY j≡

)
(n i

3
( ) ( 1) ( 1)

3
1

2 2n n n
n i

i

y y − −

=

= = ×∑= = =  

 

 

 



五、 擲骰子求和為四的倍數 

(一)、 遊戲規則 

設一骰子連續投擲 n 次出現的點數依序為 1x ， 2x ，…， nx ，令

，試求 為 4 的倍數時，組合個數 的一般解。 1 2nY x x x= + + +" n nY na
(二)、 因為 ， 表示 的第一行，所以我也可以直接列出轉換

矩陣 A 及其 n 次方後的結果，來觀察 的規律： 

( ) (0)
*1

n n nY A Y A= = *1
nA nA

na
1 1 2 2
2 1 1 2
2 2 1 1
1 2 2 1

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

2

9 10 9 8
8 9 10 9
9 8 9 10

10 9 8 9

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3

55 53 53 55
55 55 53 53
53 55 55 53
53 53 55 55

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

1946 1942 1942
1946 1946 1942
1942 1946 1946
1942 1942 1946

4

322 324
324 322
326 324
324 326

A =

326 324
324 326
322 324
324 322

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

5

1946
1942
1942
1946

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

1a =1， =9， =55， =322， =1946…… 2a 3a 4a 5a
從上述我可以發現第一行的元素兩兩相同，且數值差 1 或 2，但是因為矩陣

裡的數字愈乘愈大，並不容易找出更多的規律，因此我改用代數 x、d 的方式，

重新列出矩陣 B，取代數字的複雜性，更可以一窺若矩陣中的元素具有兩兩

相等的關係，其 n 次後的一般式： 

1B  

x x x d x d
x d x x x d
x d x d x x

x x d x d x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

 

2B  

2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

2
2

1 1 1 14 4 4 4
2 2 2 2

1 1 14 4 4 4
2 2 2

1 1 1 14 4 4 4
2 2 2 2

1 14 4
2 2

2

2

2

1
2

x d x d d x d x d d

x d d x d x d d x d

x d x d d x d x d d

x d d x d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

−

+

2 2
21 14 4

2 2
x d d x d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ − +⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2

 

3B  

3 3 3 3
3 3 3

3 3 3 3
3 3 3

3 3 3
3 3 3

1 1 1 11 6 1 6 1 6 1 6
2 2 2 2

1 1 1 11 6 1 6 1 6 1 6
2 2 2 2

1 1 1 11 6 1 6 1 6 1 6
2 2 2 2

3

3

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

3
3

3 3 3
3 3 31 1 1 11 6 1 6 1 6 1 6

2 2 2 2

d

3
3x d d x d d x d d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ − + − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

4B  

4 4 4
4 4

4 4 4
4 4

4 4 4
4 4

1 1 164 2 64 64 2 64
2 2 2

1 1 1 164 64 2 64 64 2
2 2 2 2

1 1 164 2 64 64 2 64
2 2 2

164
2

x d d x d x d d x d
4

4

4

1
2

1
2

x d x d d x d x d

x d d x d x d d x d

x d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ +

d+

4 4 4
4 41 1 164 2 64 64 2

2 2 2
 7

4

x d d x d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 



5B  

5 5 5 5
5 5 5 5

5 5 5
5 5 5 5

5 5
5 5

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

1 1 1256 2 256 2 256
2 2 2

5

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ − + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

5 5
5 5

5 5 5 5
5 5 5

12 256 2
2

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

d x d

5

d

x d d x d d x d d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

由上述矩陣可觀察出 ( ) 1( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 4

12 4
2

n
nn n n ny y y y x d− ⎛ ⎞+ = + = +⎜
⎝ ⎠

⎟

1

，且每隔四個矩

陣皆有特殊的關係式，分別條列如下(證明請見(三)) 

 

當 時的一般解( ) 4n = A 0≥A 當 4n = +A 時的一般解 

性質：

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

n n 1
2 4

n n
2 4

n n 4
1 2

12 4 ( )
2

4
2

n ny y x

y y

y y d

−⎧
+ = × +⎪

⎪⎪ =⎨
⎪

−⎪ − =
⎪⎩

A
A

d

 

( )

( )

( ) ( ) 4
1 2

11 4

4
1 4

( 4)
2
1           4 ( ) 2 4
2
1           4 ( ) 2 4
2

n n

n n

n
n n

y y d

n

x d d

x d d

−−

−
−

−
⇒ = +

= + − −

= + − −

A
A

A A  

性質： ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 4

( ) ( )
2 3

( ) ( ) 4 1
1 3

n n 1
1 3

4
12 4 ( )
2

n n

n n

n n

n n

y y

y y

y y d

y y x

+

−

⎧ =
⎪

=⎪⎪
⎨ − = − −
⎪
⎪ + = × +⎪⎩

A A

d

 

( )( )

( )

( )

1 4

( )
1

11 4

5
1 4

12 4 ( ) 4
2

2
1           4 ( ) 2 4
2
1           4 ( ) 2 4
2

n n

n

n n

n
n n n

x d d
y

x d d

x d d

− +

−− +

−
−

× + + − −
⇒ =

= + + −

= + + −

A A

A A

1

1

當 時的一般解 4n = +A 2 3當 4n = +A 時的一般解 

性質： ( ) ( )

( ) ( )
1 3

n n 1
1 3

12 4 ( )
2

n n

n n

y y

y y x−

⎧ =
⎪
⎨

+ = × +⎪⎩
d

 

1

( )
1

1

12 4 ( )
2

2
1           4 ( )
2

n n

n

n n

x d
y

x d

−

−

× +
⇒ =

= +

 

性質： ( )
( ) ( )

( ) ( )
1 2

( ) ( )
3 4

( ) ( ) 4 3
1 3

n n 1
1 3

2 4
12 4 ( )
2

n n

n n

n n

n n

y y

y y

y y d

y y x

+

−

⎧ =
⎪

=⎪⎪
⎨ − = −
⎪
⎪ + = × +⎪⎩

A A

d

 

( )

( )

( )

1 4

( )
1

1 4

3
1 4

12 4 ( ) 2 4
2

2
1           4 ( ) 4
2
1           4 ( ) 4
2

n n

n

n n

n
n n n

x d d
y

x d d

x d d

3

3

− +

− +

−
−

× + + −
⇒ =

= + + −

= + + −

A A

A A  

         我發現
( ) 1

1
14 ( )
2

n n n
n

ny x d s d−= + + ，因此只要求出 的一般式即可求出ns
( )

1
ny 的一般式。 
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首先將上述關係，依序代入正整數 n，可得 

( )1 1 1 1
1

1 14 ( )
2 2

y x d−= + − d  ( )5 5 1 5 5
1

14 ( ) 2
2

y x d d−= + + ( )9 9 1 9 9
1

14 ( ) 8
2

y x d d−= + −  

( )2 2 1 2 2
1

14 ( ) 0
2

y x d d−= + −  ( )6 6 1 6 6
1

14 ( ) 0
2

y x d d−= + + ( )10 10 1 10 10
1

14 ( ) 0
2

y x d d−= + −

( )3 3 1 3 3
1

14 ( )
2

y x d d−= + +  ( )7 7 1 7 7
1

14 ( ) 4
2

y x d d−= + − ( )11 11 1 11 11
1

14 ( ) 16
2

y x d d−= + +

( )4 4 1 4 4
1

14 ( ) 2
2

y x d d−= + −  ( )8 8 1 8 8
1

14 ( ) 8
2

y x d d−= + + ( )12 12 1 12 12
1

14 ( ) 32
2

y x d d−= + −

再來我將 拆成三個數列ns np 、 、 、 的乘積 nq nr nt
n ns  np  nq  nk  nt  

1 
1
2

−  
1
2

 1 1 -1 

2 0 1 0 -1 1 

3 1 1 1 1 1 

4 -2 2 1 -1 1 

5 2 2 1 1 1 

6 0 4 0 -1 -1 

7 -4 4 1 1 -1 

8 8 8 1 -1 -1 

下一步來討論 np 、 、 、 的一般式 nq nk nt

(1). 將 np 視為兩兩一組的等比數列，起始值為
1
2

，公比 2，再加上高斯記號的

特性，調整項數，因此列出 ( ) 2
1 2
2

n

np
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦= 。 

(2). ，將其改寫為
0, =4k+2
1,n

n
q

⎧
= ⎨
⎩ 其他

1 2 1
4 4n

n nq + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
。 

(3). 將 等比數列，起始值為 1，公比-1，nk ( ) 11 n
nk −= − 。 

(4). 將數列〈 〉視為nt

( ) ( ) ( ) ( )  1 ,    1,1,1,1 , 1, 1, 1, 1 , 1,1,1,1

                                             
                 

− − − − −

⇓ ⇓ ⇓ ⇓

"

 第一項 第二項 第三項 第四項

，其數值不是

1 就是-1，因此我以(-1)為底數，以高斯記號調整項數，列出 ( )
2

41
n

nt
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦= − 。 

 

所以 ( ) ( )( ) ( )
2( 1)

2 4
1 1 22 1 1
2 4 4

n nn
n

n ns
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ + + ⎞⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤ ⎡ ⎤= × − + × − × −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
1 ⎞

⎟
⎠
， 

接著兩部分合併成為 

( ) ( )( ) ( )
2( 1)( ) 1 2 4

1
1 1 1 24 ( ) 2 1 1 1
2 2 4 4

n nnn n n nn ny x d d
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−− ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎛ + + ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + × − + × − × −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
，最後將 ， 代入可求得組合個數1x = 1d =

( )( ) ( )( )
2( 1)

4
(6 ) 1 1 22 1 1 1

4 2 4 4

n nn
n

n na
−⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + × − + × − × −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠
2
n⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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(三)、 證明上述定理 

(1). 定理： ( ) 1( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 4

12 4
2

n
nn n n ny y y y x d− ⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

    

證明： 

由矩陣 B 及 ，可推得各個( ) ( 1)nY BY −= n ( )n
iy 的值，1 4i≤ ≤ ， 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 2 3 4

n n n ny x y x y x d y x d y− − −= + + + + + n−
……○1  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
2 1 2 3

n n n ny x d y x y x y x d y− − −= + + + + + 4
n−

……○2  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
3 1 2 3

n n n ny x d y x d y x y x y− − −= + + + + + 4
n−

……○3  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
4 1 2 3 4

n n n ny x y x d y x d y x y− − −= + + + + + n−
……○4  

∴○1 +○3 =○2 +○4

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

1 1 1 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
1 3 2 4 1 3 2 4

1
1

2

1                                                     = 2 4
2

n n n n n n n n

n
n

y y y y x d y y y y

x d x d

− − − − − − − −

−
−

⇒ + = + = + + = +

⎛ ⎞⎛ ⎞+ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 

( ) ( )

( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 2) ( 2) ( 2)
1 2 3 4 1 2 3 4

2
( 3) ( 3) ( 3) ( 3)2

1 2 3 4

2 2

1                                                   =4
2

                                  

n n n n n n n n

n n n n

y y y y x d y y y y

x d y y y y

− − − − − − − −

− − − −

+ + + = + + + +

⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∵

n-2

                                                   
                                                                                     

1                                                   =4
2

x d⎛ +

#
#

( )

( )

2
(1) (1) (1) (1)

1 2 3 4

2
n-2

1
n-1

1                                                   =4 4x+2d
2

1                                                   =4
2

n

n

n

y y y y

x d

x d

−

−

−

⎛ ⎞

⎞ + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟⎟

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜⎜

 

故 ( ) 1( ) ( ) ( ) ( )
1 3 2 4

12 4
2

n
nn n n ny y y y x d− ⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 

 

(2). 因為觀察到每隔四個行矩陣 ( )nY 會有相同的規律，例如 、( )1Y ( )5Y 、

( ) ( )9 nY Y"

( )4( )nY B=

4 2n = +A

， 時，都符合 的特質，我利用

的關係式及數學歸納法，分別證明當 、 、

、 四種情形。  

4n = +A

( 4)nY −

4n = +A

1

3

( )

( ) ( )
1 4

( ) ( )
2 3

( ) ( )
1 3 4

n n

n n

n n

y y

y y

y y

⎧ =
⎪⎪ =⎨
⎪

− = − −⎪⎩
A

n

4 1d +A

4= A 4 1= +An
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 11

1(1)、 性質一：當 時，4n = +A ( ) ( )
1 4

n ny y= ， ( ) ( )
2 3

n ny y= ，且

( )
1 3

( )n n ( ) 4 14y y d +− = − − A A  

證明： 

I. 當 0=A ， 時，1n = (1) (1)
1 4y y x= = ， ( ) ( )1 1

2 3y y x d= = + ，

( )
1 3y y ( )1 1 =-(-d ( )4 0 104) d × +×− = − 成立 

II. 設 ( )4 1

p
q

Y
q
p

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
，且 4 1p-q -(-4) d += A A 則

( )( ) ( ) ( )

4 4

4 4

4 1

4 4

4 4

1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2

44 1 1

x d p q d p q

x d p q d p q
YY B

x d p q d p q

x d p q d p q

++ +

⎡ ⎤+ + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + −
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ + − −⎢ ⎥⎣ ⎦

A

(4( 1) 1)
1 4y y + +⇒ A A (4( 1) 1) (4( 1) 1)

2 3y y

A

(4( 1) 1)  + + =

，

,
+ + + +=A A

 

且 得證 
( )

(4( 1) 1) (4( 1) 1)
1 3

4

4 4

+1 4( 1) 1

   

= 4d (p q)

= 4 ( 4)

( 4)

y y

d d

d

+ + + +

+

+ +

−

− −

− − −

= − −

A A

A A

A A

1

(2)、 性質二：當 時，4 2n = +A ( ) ( )
1 3

n ny y=  

證明： 

I. 當 0=A ， 時，2n = ( )(2) 2 2
1 3

14( )
2

y y x= = + d 成立 

II. 設 (4 2)

p
a

Y
p
b

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ，則 ( )( ) ( ) ( )

4

4 4

44 1 2 4 2

4

4 4

164( ) (2 )
2

164( ) (2 ) 2 ( )
2

164( ) (2 )
2

164( ) (2 ) 2 ( )
2

x d p a b

x d p a b d a b
Y B Y

x d p a b

x d p a b d a b

+ + +

⎡ ⎤+ + +⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + − −
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

A A ，

所以 ( )( ) ( )( )4 1 2
1y + + = 4 1 2

3y + +A A
得證 

(3)、 性質三：當 時，4n = +A 3 ( ) ( )
1 2

n ny y= ，
( ) ( )

3 4
n ny y= ，且

( ) ( )
1 3

n ny y 4 34) d2( +− = − A A  

 證明： 

I. 當 0=A ， 時，3n = (3) (3) 3 3
1 2

116( )
2

y y x d d= = + + ，

(3)
3 4y y ( 3 31 )

2
x d d3) 16(= = + − ， ( )(3) (3) 4 0 33 0

1 3 2 2( 4)y y d d × +− = = − 成立 



II. 設 ( )4 +3

p
p

Y
q
q

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A
，且 4 3p-q 2( 4) d += − A A ，則

( )( ) ( ) ( )

4 4

4 4

4 3

4 4

4 4

1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2
1128( ) ( ) 2 ( )
2

44 1 3

x d p q d p q

x d p q d p q
YY B

x d p q d p q

x d p q d p q

++ +

⎡ ⎤+ + − −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + − −
⎢ ⎥= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + −
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+ + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

A

(4( 1) 3)
1 2y + +⇒ A A (4( 1) 3) (4( 1) 3)

3 4y y

A

(4( 1) 3)y + + =

，

且
+ + + +=A A

 

且   得證 ( )
( )

(4( 1) 3) (4( 1) 3)
1 3

4

4 4

4( +1)+3+1

   

= 4d (p q)

4d 2( 4)

=2( 4) d  

y y

d

+ + + +

+

−

− −

= − −

−

A A

A A

AA

3

(4)、 性質四：當 時，4n = A ( ) ( )n n
2 4y y= ， ( ) ( )n n

1 2y y k= + ， ( ) ( )n n
3 2y y= − k ，且

( ) 44
2
−

=
A

k d A  

  證明： 

I. 當 1=A ， 時，4n = ( ) ( )4 4 4
2 4

164( )
2

y y x= = + d ， ( ) ( ) ( )4 4 4
1 2 2y y d= + − ，

( ) ( )4 4
3 2 ( 42 )y y d−= − 成立 

II. 設 ( )4

p k
p

Y
p k

p

+⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢=

−⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A ⎥，其中 4(-4)k=
2

d
A

A ，則 

( )( ) ( ) ( )

4 4

4

44 1 4

4 4

4

1256( ) 4
2

1256( )
2

1256( ) 4
2

1256( )
2

x d kd

x d
Y B Y

x d kd

x d

+

⎡ ⎤+ −⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥+⎢ ⎥

= = ⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +
⎢ ⎥
⎢ ⎥

+⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦

A A ，
4( 1) 4( 1)

2 4y y+ +=⇒ A A
 

且
1

4( 1) 4( 1) 4( 1) 4( 1) 4 4 4 4(
1 2 2 3

( 4) ( 4) =  = 4kd = 4
2 2

y y y y d d d
+

+ + + + 1)+⎛ ⎞− −
− − − − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

A A
A A A A A A

得證 
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六、 推廣至一般性 

   仿照上述的討論，將遊戲規則推廣成 為 1~r 的正整數，而不再侷限於骰子的情形。 ix
(一)、 問題當 為 1~r 的正整數，試求ix 1 2 0(mod(r 1))n nY x x x= + + ≡ +" 之

組合個數 。 na

  列出相對應的矩陣

0 1 1 1
1 0 1 1

=

1 1 0 1
1 1 1 0

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" "
" "

# # % # #
# # % # #

" "
" "

(k) (k)
1 i 1

(k) (k)
2 i 2

(k) (k)
3 i 3

r+1
(k) (k)

i (r+1)
i=1

y y

y y

y y

y y

−

−

−

−∑

(0)Y

，並由 ，可得到下

列關係式  ，其中

( 1) ( )nY AY+ = n

r+1
(k+1)

i=1
r+1

(k+1)

i=1
r+1

(k+1)

i=1

(k+1)
(r+1)

y =

y =

y =

y =

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

∑

∑

∑
#

1
0

0

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
 

因此可找出類似於研究方法二中關於 的性質： ( )nY

(1). ，
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 ( 1)
n n n

ry y y y += = = ="" n n∈Ν  

(2).  
( ) ( ) n

1 2-y =(-1)n ny

又已知 內所有元素和為  
( )(n)Y (1n

iy i r⎡ ⎤ ≤ ≤ +⎣ ⎦ 1)

2
n

2
n

nr

            即  
(n) (n) (n) (n) (n)n

1 2 3 (r) (r+1)r =y +y +y + y +y"
(n) (n)

1=y +(n)y …○1   ( ) 
( ) ( ) ( ) ( )

2 3 4 ( 1)
n n n

ry y y y += = = =∵ ""

               將性質(2) 帶入式子
( ) ( )n

1 -(-1) =yny ○1  

    可得 ，所以n n
n1r =(r+1)y -r(-1) ( )

n n
1(n) 1

1
r +r(-1) ry = = r 1

r+1 r 1
nn −−⎡ ⎤− −⎣ ⎦+

。 

(二)、 問題當 為 1~r 的正整數，試求ix
1 2 0(mod(r-1))n nY x x x= + + ≡" 之組合個

數 。 na

列出相對應的矩陣

1 1 2

2 1 1 1
1 2 1 1

1
1 1 2 1

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

"""

"
"

# % #
"

，並由 ( 1) ( )nY AY+ n= ，可得到下列關係

 13



 14

n

n
r

式 其中

1
( 1) ( ) ( )

1 1
1
1

( 1) ( ) ( )
2 1

1

1
( 1) ( ) ( )

1 2
1

r
n n

i r
i
r

n n n
i

i

r
n n

r i
i

y y y

y y y

y y y

−
+

−
=

−
+

=

−
+

− −
=

⎧
= +⎪

⎪
⎪

= +⎪
⎨
⎪
⎪
⎪ = +⎪⎩

∑

∑

∑

#

(0)

1
0

0

Y

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

#
， 

 

依序代入正整數，即可推得類似於研究方法三中關於 的性質： ( )nY
( )

1
ny當 n 為(r-1)的倍數時， 會比 中的其他元素多 1； ( )nY

當 時， 會比 中的其他元素多 1。 n ( 1)t+ ,1 ( 1)r l r= − ≤ < −A , ∈t ] ( )
1

ny +A
( )nY

由上述性質可知：每(r-1)個矩陣會循環一次，且其中有一個元素會比其他項

多 1。根據這樣的特性，我可以列出
( )

1
n (r 1)= ( )

1

n

y f n
r
−

+
−

，以 f(n)來決定是否

要比其他項多 1。 

下一步來討論 f(n)， 。我利用高斯記號的特性，將其改

寫為

1,
0,
⎧
⎨
⎩

=(r-1)kn
其他

( )f n =

1( )
1 1

n nf n
r r

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

= −⎢ ⎥⎣ ⎦
。 

 最後兩部分合併成為
( )( )

1

r - 1
r- r-1

n
n n ny

1
1 r-1

−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−= + ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

 

(三)、 問題當 為 1~r 的正整數，試求ix
1 2 0(mod(r ))n nY x x x= + + ≡" 的因數 之

組合個數 。 na
列出相對應的矩陣

r r r r
r r r r

1 1 1 1r r r r
1 1 1 1r r r r

r= =
r

r r r r 1 1 1
r r r r 1 1 1 1

r r r r
r r r r

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥

1

⎡ ⎤⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

" "

" "
" " " "

# # % # # # # % #
# # % # # # # % #

" "" "
" "

" "

的因數 的因數 的因數 的因數

的因數 的因數 的因數 的因數

的因數

的因數 的因數 的因數 的因數

的因數 的因數 的因數 的因數

#
#

， 

矩陣 A 的每個元素都相等，因為要使 -1 ( -1)(mod )nY j r≡ 的因數 轉變為

( -1)(mod )nY i r≡ 的因數 的所有可能情形都相等(都是各
r

r的因數
種方法)。所以

中的元素也都會相等，且
( )(n)Y n

iy⎡ ⎤⎣ ⎦
r

( ) ( )
1 2 (r

n ny y y= =" 的因數

( ) ( 1)
)

1

r r
r r

n n
i

i
y −

=

= =∑
的因數

的因數 的因數
( 1)= r n−×  



七、 擲骰子求平方和為四的倍數 

(一)、 遊戲規則 

記錄每次骰出的點數，將其數值依序命名為 1x 、 2x 、 3x …… nx ，令

=nY 2
1x +

2
2x +

2
3x +……+

2
nx ，並且 是 為四的倍數的所有可能情形個數。 na nY

(二)、 利用矩陣列出每項數字並觀察其規律 

    偶數的平方除以 4 會被整除，奇數平方除以 4 會餘 1，現在有 1~6 六個

數，所以平方後除以 4，會有 3 個數被整除，3 個數餘 1，因此每次擲出骰子

後，有三種可能維持原狀，三種可能會是原狀加上 1，所以可以列出以下的

轉換矩陣 。 

3 0 0 3
3 3 0 0
0 3 3 0
0 0 3 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

    我發現 A 矩陣與研究過程五中所提及的 B 矩陣

x x x d x d
x d x x x d
x d x d x x

x x d x d x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥
+ +⎢ ⎥

⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

有

相似之處，若

1*

2*

4 4
3*

4*

ij

b
b

B b
b
b

×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 ( 表示*ib B 的第 列)，則i

4*

1*

2*

3*

b x x d x d x
b x x x d x d

A
b x d x x x d
b x d x d x

+ +

x

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ +

+
⎢ ⎥ ⎢ ⎥= =
⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦⎣ ⎦

+
+ +

其中 3x = ， 。 3d = −
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性質： 

若轉換矩陣 ，且

1*

2*

3*

4*

b
b

B
b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥

( )
1*

( )
2*

( )
3*

( )
4*

n

n
n

n

n

b

b
B

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，又

4*

1*

2*

3*

b
b

A
b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

則 ，

(4 1)
4*

(4 1)
1*4 1

(4 1)
2*

(4 1)
3*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4 2)
3*

(4 2)
4*4 2

(4 2)
1*

(4 2)
2*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

(4 3)
2*

(4 3)
3*4 3

(4 3)
4*

(4 3)
1*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， ，

(4 4)
1*

(4 4)
2*4 4

(4 4)
3*

(4 4)
4*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

{ }0k∀ ∈Ν∪     

詳細證明過程請見附錄。 

由上述性質可推得當

x x d x d x
x x x d x d

A
x d x x x d
x d x d x x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

時，



2 2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

2 2 2
2 2

2
2

2

1 1 1 14 4 4 4
2 2 2 2

1 1 1 14 4 4 4
2 2 2 2

1 1 1 14 4 4 4
2 2 2 2

1 14 4
2 2

2

2

x d x d d x d x d d

x d d x d x d d x d

x d x d d x d x d d

x d d x d

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

+

−

2 2
21 14 4

2 2
x d d x d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2

，

3 3 3 3
3 3 3

3 3 3
3 3 3

3 3 3
3 3 3

3

1 1 1 116 16 16 16
2 2 2 2

1 1 1 116 16 16 16
2 2 2 2

1 1 1 116 16 16 16
2 2 2 2

3

3
3

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛+ − + − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

=
3

3

3 3 3 3
3 3 31 1 1 116 16 16 16

2 2 2 2

d

3x d d x d d x d d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎞⎢ ⎥+⎟⎢ ⎥⎠
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

，

4 4 4
4 4

4 4 4 4
4 4

4 4 4 4
4 4

4

1 1 164 2 64 64 2 64
2 2 2

1 1 1 164 64 2 64 64 2
2 2 2 2

1 1 1 164 2 64 64 2 64
2 2 2 2

164

x d d x d x d d x d
41

2

x d x d d x d x d

x d d x d x d d x d

x

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

+

=
d+

4 4 4 4
4 41 1 164 2 64 64 2

2 2 2 2
d x d d x d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + + + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
5 5 5

5 5 5 5

5 5 5
5 5 5 5

5 5
5 5

5

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

1 1 1256 2 256 2 256
2 2 2

5

5

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x d d x d d

x d d x d d x

A

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + − + − + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + + + − + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
5 5

5 5

5 5 5
5 5 5 5

12 256 2
2

1 1 1 1256 2 256 2 256 2 256 2
2 2 2 2

d d x d

5

d

x d d x d d x d d x d d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎢ ⎥

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎢ ⎥+ − + − + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

*1
nA ( )

1
ny *1

n

 

B再來我發現 中的 與 中的 是相等的，所以我可以得知
( )

1
ny

( ) ( )( ) ( )
2( 1)( ) 1 2 4

1
1 1 1 24 ( ) 2 1 1 1
2 2 4 4

n nnn n n n
n

n na y x d d
−⎡ ⎤− ⎢ ⎥⎣ ⎦

+ +⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= = + × − + × − × −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

− ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+  

當我在求骰子平方和為 4 的倍數時，其所對應的矩陣為 ，因

此將

3 0 0 3
3 3 0 0
0 3 3 0
0 0 3 3

A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

3x = ， 代入可得到3d = −

( ) ( )( ) ( )
2

2 41
n n

n
−⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞× − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

( 1)(6 ) 1 1 22 1 1 ( 3)
4 2 4 4

n
n

n
n na

⎡ ⎤ −⎢ ⎥⎣ ⎦
+ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + × − + × −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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八、擲骰子求平方和為三的倍數 

(一)、 遊戲規則 

記錄每次骰出的點數，將其數值依序命名為 1x 、 2x 、 3x …… nx ，令

=nY 2
1x +

2
2x +

2
3x +……+

2
nx ，並且 是 為三的倍數的所有可能情形個數。 na nY

(二)、 我直接列出轉換矩陣 A 及 n 次方後的結果，來觀察 的規律： na

2 0 4
4 2 0
0 4 2

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

2

4 16 16
16 4 16
16 16 4

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

3

72 96 48
48 72 96
96 48 72

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

4

528 384 384
384 528 384
384 384 528

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

5

2592 2304 2880
2880 2592 2304
2304 2880 2592

A
⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

 

所以 =2， =4， =72， =528， =2592…… 1a 2a 3a 4a 5a
從上述表格，我可以發現第一行的元素不是相同，就是會有等差的關係，但

是因為矩陣裡的數字愈乘愈大，並不容易找出更多的規律，因此我改用代數

x、d 的方式，重新列出矩陣 B，取代數字的複雜性，更可以一窺若矩陣中的

元素具有等差關係，其 n 次後的一般式： 

1B  

2
2

2

x d x x
x d x d x

d

x x d x d

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

2B  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 22 2

2 22 2

2 2 22 2

3 2 3 3

3 3 2 3

3 3 3

2 2

2 2

22

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

⎡ ⎤+ − + + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + − + +
⎢ ⎥

+ + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

3B  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

3 3 33 3

3 33 3

3 33 3

9 9 3 9

9 3 9 9

9 3 9 3 9

3

3

3

3

x d x d d x d d

x d d x d x d d

x d d x d d x d

⎡ ⎤+ + + + −
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − + + +
⎢ ⎥

+ + + − +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

4B  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

4 44 4

4 44 4

4 44 4

27 6 27 3 27 3

27 3 27 6 27 3

27 3 27 3 27 6

4 4

4 4

4 4

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

⎡ ⎤+ + + − + −
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − + + + −
⎢ ⎥

+ − + − + +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

5B  

5 5 5 5

5 5 5 5

5 5 5 5 5

81( ) 81( ) 9 81( ) 9
81( ) 9 81( ) 81( ) 9
81( ) 9 81( ) 9 81( )

5

5

x d x d d x d d
x d d x d x d d
x d d x d d x d

⎡ ⎤+ + − +
⎢ ⎥+ + + + −⎢ ⎥
⎢ ⎥+ − + + +⎣ ⎦

+

 

6B  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

6 66 6

6 26 6

6 66 6

243 18 243 9 243 9

243 9 243 18 243 9

243 9 243 9 243 18

6 6

6 6

6 6

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

⎡ ⎤+ − + + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥+ + + − + +
⎢ ⎥

+ + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦
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(三)、 觀察上述表格規律推測以下性質: 

 18

k k+

+

(1).  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 2 2

3 3 -3 3 -3

3 -3 3 3 -3

3 -3 3 -3 3

k k k k kk k k

k k k k k k kk k k k

k k k k k k kk k k

x d x d d x d d

B x d d x d x d d

x d d x d d x d

+ + + +

+ + + ++

+ + + + +

⎡ ⎤+ + − + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + + −
⎢ ⎥

+ − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦

(2). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 2 1 2 2 12 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 1 2 1 2 1

2 1 2 2 1 2 2 12 1 2 1 2 1

3 2 -3 3 -3 3 -3

3 -3 3 2 -3 3 -3

3 -3 3 -3 3 2 -3

k k k k k k k kk k k

k k k k k k k k kk k k k

k k k k k k k kk k k

x d d x d d x d d

B x d d x d d x d d

x d d x d d x d d

− −− − −

− −− − −

− −− − −

2

2

2

k

k

−

−

−

⎡ ⎤+ − + + + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + − + +
⎢ ⎥

+ + + + + −⎢ ⎥⎣ ⎦

 

證明： 

(1). 令
nn

ijB b⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

I. 當 k=0 時， 1

2
2

2

x d x x
B x d x d x

d

x x d x d

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥= + +⎢ ⎥

+ +⎢ ⎥⎣ ⎦

  

 

II. 設 k=t 時，

成立，則當 k=t+1 時，由

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 1 2 2 2

2 1 2 1 2 1 2 1 2 12 2 2

3 3 -3 3 -3

3 -3 3 3 -3

3 -3 3 -3 3

t t t t tt t t

t t t t t t tt t t t

t t t t t t tt t t

x d x d d x d d

B x d d x d x d d

x d d x d d x d

+ + + +

+ + + ++

+ + + + +

⎡ ⎤+ + − + +
⎢ ⎥
⎢ ⎥= + + + + −
⎢ ⎥

+ − + + +⎢ ⎥⎣ ⎦
2 3 2 1 2t t

t t+

+

B B B+ += 推得 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )

2 3 2 1 2 2 1 2 2 1 2
11 11 11 12 21 13 31

2 1 2 2 1 2 1 22 2 2

2 1 2 1 22 2

2 3 2 1 2 32 +1 2 2 2 +1 2 2

         = 3 3 2 3 -3 3

            3 -3 3

         =3 2 3 +3 + 3

t t t t

t t t tt t

t t tt

t t tt t t t

b b b b b b b
2x d x d d x d d x d

x d d x d d

x d d x d x d d x

+ + + +

+ + +

+ +

+ + +

= × + × + ×

+ + − + + + +

+ + − + +

+ − + + +( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

2 1

2 2 1 2 3 2 3 2 12 +1 2 2

2 2 1 2 3

2 32 +2

2 +1 12 +1

            +3 -3 + -3 +3 + 3

           3 -3 -3

         =3

         =3

t

t t t t t tt t

t t t t

tt

tt

d

x d d d x d d x d

x d d d

x d

x d

+

+ + + +

+ +

+

+

+ +

− + −

+

+
( )(

d+

+

) ( ) ( ) ( )2 +1 12 +1 1 2 +1
11 =3 tt tb x d ++∴ +
( )(

，仿照上述方式可得

) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 1 2 1 12 1 +1 2 1
21 =3 -3t t tt tb x d d+ + + + ++ + + +

( )(

、

) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 1 1 1 2 1 12 1 +1 2(t+1)
31 =3 -3t t ttb x d d+ + + + ++ + −  

最後我可由循環方陣相乘仍為循環矩陣(見《矩陣》，pp：90)得知

， ， ，故得證 
(n) (n) (n)

11 22 33= =b b b (n) (n) (n)
21 32 13= =b b b ( ) ( ) ( )

31 12 23= =n nb b b n

(2). 仿照上述方式可證性質(2) 



推導一般式  

         從上述性質，我可推得 一般式   
( )

11
nb

          ( ) ( ) ( )
1

( ) 1 2
11

1 ( 1)3 2
2

n n nnn n nb x d d 3
−⎡ ⎤

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞+ −

= + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

當我在求骰子平方和為 3 的倍數時，其所對應的矩陣為 ，因此將

， 代入上式，即可得到組合個數

2 0 4
4 2 0
0 4 2

⎡ ⎤
⎢
⎢
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥
⎥

0x = 2d =

( ) ( ) ( )
1

13 2 n
2

1 ( 1)2 2 3
2

n n n
n n

na
−⎡ ⎤

− ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎛ ⎞+ −

× −⎜ ⎟
⎝ ⎠

= −  

 

伍、研究結果 

   一、 

(一)、 一骰子連續投擲 n 次後，其和 為 7 的倍數時，組合個數nY ( )n-116 6 - -1
7

n
na −⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

(二)、 一骰子連續投擲 n 次後，其和 為 5 的倍數時，組合個數nY

( )1 16 1
5 5 5

n
n

n na −⎡ ⎤ ⎡= × − + −⎢ ⎥ ⎢⎣ ⎦ ⎣
⎤
⎥⎦

 

(三)、 一骰子連續投擲 n 次後，其和 為 3 的倍數時，組合個數nY 12 6n
na −= ×  

(四)、 一骰子連續投擲 n 次後，其和 為 4 的倍數時，組合個數 nY
            

( ) ( )( ) ( )
2( 1)

2 4
(6 ) 1 1 22 1 1

4 2 4 4

n n nn
n

n na
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + × − + × − × −⎜ ⎟ ⎜⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠
1 ⎞

⎟
⎠

 

二、  

(一)、 ix 為 1~r 的正整數，則
1 2 0(mod(r 1))n nY x x x= + + ≡ +" 的組合個數 

( ) 1⎡ ⎤−⎣ ⎦
1r r 1

r 1
nn −−= −

+na  

(二)、 ix 為 1~r 的正整數，
1 2 0(mod(r-1))n nY x x x= + + ≡" 的組合個數

( )1 1
r-1 r-1

r 1
r-1

n n n
na −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= × − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

(三)、 ix 為 1~r 的正整數，
1 2 3 0(mod(r ))n nY x x x x= + + + ≡" 的因數 的組合個數

1r r
r

n−= ×
的因數

na  

三、  

(一)、 一骰子連續投擲 n 次後，其平方和 為 4 的倍數時，組合個數 nY

( ) ( )( ) ( )
2( 1)

2 4
(6 ) 1 1 22 1 1
4 2 4 4

n n nn n
n

n na
−⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦

+ +⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + × − + × − × − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
1 ( 3)  

(二)、 一骰子連續投擲 n 次後，其平方和 為 3 的倍數時，組合個數 nY

( ) ( ) ( )
1

1 2
1 ( 1)3 2 2 2 3

2

n n nnn n
na

−⎡ ⎤
− ⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞+ −
= − × −⎜ ⎟

⎝ ⎠
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陸、討論 

在研究的過程中，我找到一些循環矩陣 A 連乘 n 次方後的特性： 

一、 在「投擲骰子 n 次後求平方和為 4 的倍數」時(研究過程中第七點)，我可得到一矩

陣

x x d x d x
x x x d x d

A
x d x x x d
x d x d x x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

，接著我又再求「投擲骰子 n 次後求和為 4 的倍

數」時(研究過程中第五點)，我可以得到另一矩陣

x x x d x d
x d x x x d

B
x d x d x x

x x d x d x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

(4 1)
4*

(4 1)
1*4 1

(4 1)
2*

(4 1)
3*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

，

從中我可以發現這兩個矩陣，各自 n 次方後，有著密切的關係。如

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

即 會等於4 1kA + 4 1kB + 中每一列下移一列，又

(4 2)
3*

(4 2)
4*

(4 2)
1*

(4 2)
2*

k

k

k

k

b

b

b

b

+

+

+

+

4 2kA +

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

4 2kA + 4 2k即 會等於 B + 中

每一列下移兩列。 

二、在「投擲骰子 n 次後求平方和為 3 的倍數」時(研究過程第八點)，發現 3 階循環矩

陣 中的元素有等差關係，則 也有特殊的規律。是否這樣的規律仍能推廣至 4

階或更高階的循環矩陣中。 

A nA

三、在「投擲骰子 n 次後求平方和為 4 的倍數」時(研究過程中第七點)，我可得到一矩

陣

x x d x d x
x x x d x d

A
x d x x x d
x d x d x x

+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥+ +⎢ ⎥=

+ +⎢ ⎥
⎢ ⎥+ +⎣ ⎦

，具有如此特性的矩陣，我也可順利推測它 n 次

方後的規律。因此，我很好奇是否還存在有更多循環矩陣 與 之間的關聯性。 A nA
柒、結論 

本次研究的主題在研究骰子和、骰子平方和為 k 的倍數時的組合個數，一開始

我使用土法煉鋼的方式列出所有的情形，但是不易觀察規律，所以我改用矩陣，並

透過 Maple 軟體處理數據，最後利用數學歸納法證明所觀察到的規律，進而推導出

結果。利用這個技巧，我成功地解決骰子和為 2~7 的倍數的組合個數，以及骰子平

方和為 3、4 的倍數的組合個數。在這個過程中，我意外看到許多循環矩陣 A 與其 n

次方的巧妙關聯，是否將來能在這方面，找到更多的關聯性。 

捌、參考資料及其他 

一、 許志農，《高中數學大賞》，pp:66~67，2003 

二、 高中數學第四冊、第五冊 

三、 林義雄，《矩陣》，pp：80~91，1987，九章出版社 
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附錄 

    證明研究過程或方法七的相關性質 

(一)、 證明上述性質 

性質： 

若轉換矩陣 ，且

1*

2*

3*

4*

b
b

B
b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎥

( )
1*

( )
2*

( )
3*

( )
4*

n

n
n

n

n

b

b
B

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，又

4*

1*

2*

3*

b
b

A
b
b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

則 ，

(4 1)
4*

(4 1)
1*4 1

(4 1)
2*

(4 1)
3*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4 2)
3*

(4 2)
4*4 2

(4 2)
1*

(4 2)
2*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

(4 3)
2*

(4 3)
3*4 3

(4 3)
4*

(4 3)
1*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

， ，

(4 4)
1*

(4 4)
2*4 4

(4 4)
3*

(4 4)
4*

k

k
k

k

k

b

b
A

b

b

+

+
+

+

+

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

{ }0k∀ ∈Ν∪     

 

令

A D C B
B A D C
C B A D
D C B A

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

為 X 矩陣，

a
b
c
d

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

為 矩陣，Y

Aa Bd Cc Db
Ab Ba Cd DcX Y
Ac Bb Ca Dd
Ad Bc Cb Da

⎡ ⎤+ + +
⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥× =
⎢ ⎥+ + +
⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦

，

再另Y 矩陣中的每一列下移後的另一矩陣為 Z 矩陣，  

d
a

Z
b
c

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

A D C B a Aa Bd Cc Db
B A D C b Ab Ba Cd Dc
C B A D c Ac Bb Ca Dd
D C B A d Ad Bc Cb Da

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥× =
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 

1 

Ac Bb Ca DdD C B A d
Ad Bc Cb DaA D C B a

B A D C b Aa Bd Cc Db
C B A D c Ab Ba Cd Dc

+ + +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥× =
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

當 X 矩陣中的每一列下移 1
列後乘上 Z 矩陣可得到另一

矩陣，此矩陣為 X Y× 矩陣中

的每一列下移 2 列後的結果 

2 

Ab Ba Cd DcC B A B d
Ac Bb Ca DdD C B D a
Ad Bc Cb DaA D C B b

B A D C c Aa Bd Cc Db

+ + +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥× =

+ + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

當 X 矩陣中的每一列下移 2
列後乘上 Z 矩陣可得到另一

矩陣，此矩陣為 X Y× 矩陣中

的每一列下移 3 列後的結果 
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3 

B A D C d Aa Bd Cc Db
C B A D a Ab Ba Cd Dc
D C B A b Ac Bb Ca Dd
A D C B c Ad Bc Cb Da

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥× =
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

當 X 矩陣中的每一列下移 3
列後乘上 Z 矩陣可得到另一

矩陣，此矩陣為 X Y× 矩陣中

的每一列下移 4 列後的結

果，也就是兩者結果相等 

4 

Ad Bc Cb DaA D C B d
B A D C a Aa Bd Cc Db
C B A D b Ab Ba Cd Dc
D C B A c Ac Bb Ca Dd

+ + +⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥× =
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ + + +
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥

+ + +⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

當 X 矩陣中的每一列下移 4
列後乘上 Z 矩陣，也就是 X 矩

陣乘上 Z 矩陣，可得到另一矩

陣，此矩陣為 X Y× 矩陣中的

每一列下移 1 列後的結果 

根據上述性質以及循環矩陣的性質，從

 22

(1)
4*

(1)
1*1

(1)
2*

(1)
3*

b

b
A

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎥得到 ，從

(2)
3*

(2)
4*2

(2)
1*

(2)
2*

b

b
A

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(2)
3*

(2)
4*2

(2)
1*

(2)
2*

b

b
A

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

得到

(3)
2*

(3)
3*3

(3)
4*

(3)
1*

b

b
A

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，從

(3)
2*

(3)
3*3

(3)
4*

(3)
1*

b

b
A

b

b

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

(4 2)
3*

(4 2)
4*

(4 2)
1*

(4 2)
2*

k

k

k

k

b

b

b

b

+

+

+

+

得到 …，所以我可

以推論 ，
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